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1. 4686 Gleichstrombild. 1 Ä.-E. = 4mm. 5 Komponenten gut sichtbar. 
II ist stärkste. III bei 5,389. 

2. 4686 Funkenbild (kurzer Funken). 1 Ä.-E.= 4mm. 4 Komponenten 
gut sichtbar. I stärkste. III bei 5,307. 

8. 3203 Gleichstrombild. 1 Ä.-E. = 8 mm. 4 Komponenten gut sichtbar. 
II ist stärkste. 

4. 4686 Funkenbild (langer Funke). 1 Ä.-E. = 6,08 mm. 4 Komponenten 
gut sichtbar. Auflösung von I und II wohl nicht erkennbar, aber 
ihre Breite mehr als doppelt so groß als die von III. 

Die Reproduktionen von 4686 sind Vergrößerungen der IIl. Ordnung, die 

von 3203 der IV. Ordnung. 
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1. Zur Theorie der Dispersion in Gasen und 
Dämpfen; 
von Fritz Reiche, 


Inhaltsverzeichnis: Einleitung, — $ 1. Stellung des Problems, 
— §2. Die Lösung durch sukzessive Näherungen, — § 3. Umformung 
des Problems, — $ 4. Die Konstellationsmittelung der Summen, — 
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auf den Aufpunkt bezüglichen Summengliedes, — $ 7. Die Mittelwerte 
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Problem der homogenen Platte; der Brechungsquotient. — $ 11. Vervoll- 
ständigung; die Lorenz-Lorentzsche Formel. — $ 12. Die Begründung 
der Konstellationsmittelung. — $13. Berechnung der mittleren Intensität 
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Intensität. — $ 16. Vergleich mit dem entsprechenden Problem für den 
homogenen Körper. Der Brechungsquotient. — Zusammenfassung. — 
Anhang I, — Anhang I, 


Einleitung. 


Die übliche Dispersionstheorie, deren Begründung und 
Entwicklung sich an die Namen Ketteler, Helmholtz, 
Drude, Voigt, H. A. Lorentz und Planck knüpft, macht 
stets, ausdrücklich oder stillschweigend, die Voraussetzung, 
daß in einem „physikalisch unendlich kleinen Raum“ des 
dispergierenden Mediums, d. h. in einem Raum, dessen Ab- 
messungen klein sind gegen die Wellenlänge der betrachteten 
Strahlung, die Zahl der Dispersion erzeugenden Teilchen (der 
Dispersionselektronen) sehr groß ist. Die modernen Elektronen- 
theorien der Dispersion betrachten nämlich das dispergierende 
Medium, das im wesentlichen ein durch eingelagerte schwin- 
gungsfähige Gebilde modifiziertes Vakuum darstellt, als ein 
homogenes Medium, indem sie durch Mittelung über einen 
„physikalisch unendlich kleinen Raum‘ alle schnellen und 
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F. Reiche. 


regellosen Änderungen des mikroskopischen Feldes gleichsam 
verwischen. Dann bleibt nur die lange Dünung der in dem 
Medium fortsehreitenden Welle übrig, und-die 'Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit wird eine Funktion der Wellenlänge. Aus 
den. so. erhaltenen bekannten Dispersionsformeln folgt, daß 
die Größe der Dispersion und der damit innig zusammen- 
hängenden Absorption proportional ist der Zahl N der Dis- 
persionselektronen pro Volumeneinheit. Diese Zahl N läßt 
sich also aus Dispersions- und Absorptionsmessungen be- 
rechnen. 

Es hat sich nun gezeigt, daß in vielen Fällen, besonders 
bei dünnen leuchtenden Gasen und Dämpfen, die Zahl N 
so klein ausfällt, daß in einem „physikalisch unendlich kleinen 
Raum“ des Gases oder Dampfes, ja selbst im Kubus der Wellen- 
länge durchschnittlich nur wenige Dispersionselektronen liegen. 
So fand z. B. R. Ladenburg!) bei der Messung der Dis- 
persion an der Linie H, in leuchtendem Wasserstoff bei 2,45 mm 
Druck: 

R=17.10% . 


Da die beobachtete Wellenlänge den Wert hat: 
=6.10-5cm , 


so folgt für die Zahl der im Kubus enthaltenen EURMTEONE: 
elektronen : 

MN AF = 0,37 , 
also kleiner als 1. 

Bei Beobachtungen an dünnen Natriumdämpfen in der 
Bunsenflamme fand H. Senftleben?) an der Linie D, den 
Wert 

N = 0,78 . 1012, 
woraus 
NM A = 0,17 


folgt, an der Linie D, den Wert 
N = 1,65. 101? , 


woraus 


folgt. 


1) Ann. d. Phys. 38. p. 249. 1912. 
2) Ann. d. Phys. 47. p. 949. 1915. 


MAF = 0,36 


» 


Zur Theorie der Dispersion in Gasen und Dämpfen. 3 


Noch augenfälliger sind die Verhältnisse bei. der von 
R. W. Wood!) untersuchten Resonanzstrahlung des Queck- 
silberdampfes. Hier ist infolge des geringen Druckes im 
Dampfraum (0,001 mm) der Dampf so verdünnt, daß die 
Zahl der Quecksilberatome pro Volumeneinheit nur 8,55 . 1013 
ist. Selbst wenn also jedes Atom ein Dispersionselektron 
trägt, wäre die Zahl der Dispersionselektronen im Wellen- 
längenkubus (A = 2,5..10-°) nur 

NAF = 0,54. 

Aus allen diesen Beispielen erhellt, daß in vielen Fällen die 
Voraussetzung der Dispersionstheorie, nämlich die hinreichend 
dichte Lagerung der schwingenden Gebilde, nicht erfüllt ist. 

Es erhebt sich daher die Frage, ob man die Formeln der 
Dispersionstheorie ableiten kann, ohne von vornherein eine 
sehr dichte Elektronenlagerung vorauszusetzen, und ob auch 
im allgemeinen Fall, bei beliebiger Dichte der Lagerung (also 
auch im Falle sehr dünner Lagerung), dieselben Formeln 
gelten wie in der üblichen Theorie. Diese Fragen suche ich 


-im folgenden zu beantworten. 


$1. Stellung des Problems. 


Die mathematische Aufgabe, die wir lösen wollen, sei 
folgendermaßen formuliert: 

Gegeben sei ein würfelförmiger Raum des Vakuums von 
der Kantenlänge L. In diesem Raum seien, nach dem Zu- 
fall regellos verteilt, N schwingungsfähige Elektronen (Re- 
sonatoren, Dipole) eingelagert, so daß ihre Gleichgewichtslagen 
feste gegebene Stellen des Raumes einnehmen. Auf dieses 
System falle von außen eine seitlich unendlich ausgedehnte 
ebene Welle. Es soll das elektromagnetische Feld in irgend 
einem Punkte des Raumes berechnet werden. 

Wir legen (vgl. Fig. 1) das Koordinatensystem so, daß 
der Anfangspunkt in die Mitte der linken Würfelfläche fällt; 
dann sind die Seitenflächen des Würfels 


z=0 
L L 
(1) y=—Zudy=+ 5, 


L L 


1) Physik. Zeitschr. 18. -p. 353. 1912. 
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Die Resonatoren im Würfel numerieren wir in bestimmter 
Weise: 
und sprechen demnach vom ,,Resonator s‘‘. Seine Koordi- 
naten seien 2, y,2,. Die einfallende ebene Welle sei zur Zeit t 


AZ 


Ys2s) 


Fig. 1. 
am Orte xyz durch ihren elektrischen Vektor dargestellt 
wie folgt: 
(2) = 
Der Amplitudenvektor & hat die Komponenten 2, A, A,; 


w ist die Frequenz der Welle; ky hängt mit der Wellenlänge 4), 


der Frequenz w und der Fortpflanzungsgeschwindigkeit c 
durch die Beziehungen 


2 
(3) 
zusammen. afy sind die Richtungskosinusse der Wellen- 
normalen. 


Diese Welle regt die Resonatoren zu Schwingungen an. 
Es sei 0, (&,n,£,) die Verrückung des Elektrons im sten Re- 
sonator, e die Ladung des Elektrons. Dann ist 
(4) 29, | 
das Moment des sten Resonators. 


Betrachten wir nur den stationären Endzustand der er- 
zwungenen Resonatorschwingungen, so können wir setzen: 


(5) Pe = eiot.p, 


4 
| 


er 


Zz? 


0° 
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so daß 
(6) en, = p's 
ef, = eiwt .p 


Das gesamte elektrische Feld € (E,€, €,) setzt sich zu- 
sammen aus dem Felde der ebenen Welle und der Summe 
aller von den Resonatoren herrührenden Felder. Es ist also 


(2) 36, 


wo &(G,' €, ©) das vom Resonator s herrührende elek- 
trische Feld bedeutet. 

Ist 3° (8." By’ B.") der Hertzsche Vektor des vom sten 
Resonator herriihrenden Feldes, so ist bekanntlich 


(8) G = grad div 
Bezeichnet 

N 
| 


den gesamten von allen Resonatoren herrührenden Hertz- 
schen Vektor, so wird 
2 
(10) = + graddivg— 
Unter dem Einflusse der äußeren Welle entsendet der 
ste Resonator eine Kugelwelle, deren Hertzscher Vektor 
im Punkte xyz zur Zeit ¢ durch 


(11) 
gegeben ist. Dabei ist 
(12) = + (y—y,)* + 


Aus (9), (10) und (11) folgt: 


€, = eft { A, e tko(ax + By + + Sp + E,p,’ 


| 
i- 
| 
| 
It 
= 
c 
i 
n. 
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Dabei ist das symmetrische Koeffizientenschema A,6,... €, 


folgendermaßen definiert: 


(14) 


(15) 


(a + — 
oder, ausführlich geschrieben: 
F = 8+ Kot — x)e-thr,, 
8+ Si fet = —z)(y 


Diese Koeffizienten hängen nur ab von dem Vektor 


t, (2—2,, y—Y,, 2—2,), der von Punkt xyz nach dem sten 
Resonator hinweist. . 


Die in (13) auftretenden 3 N unbekannten Größen 
Po’ Py Pz? Py? Pe” 


bestimmen sich aus den Schwingungsgleichungen der Reso- 
natoren. Um diese aufzustellen, hat man zu bedenken, daß 


1) Abkürzend geschrieben für: 
2 (g-ikr, -ikor, 
6 (s ) + e 4 


1 
| t 
4 
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h jedes Elektron crstens einer quasielastischen Kraft unterliegt, 
die es in seine Ruhelage zurückzieht, und zweitens dem elek- 
trischen Felde der äußeren Welle und aller übrigen Resona- 
toren, außer ihm »elbst.!) Ist also m die Masse der Elek- 
tronen, f? der Proportionalitätsfaktor der quasielastischen 
Kraft, so ist die Schwingungsgleichung des sten Resonators, 
vektoriell geschrieben: 


(16) mi, then {e+ |. 


Der Akzent an der Summe bedeutet, daB das Glied s’ = s 
auszulassen ist. Multipliziert man (16) mit e, so folgt unter 
Berücksichtigung von (4) und (5): 


(17) (— mot + = + 
Wir setzen 
(18) f2=ma,?, 


wo @, die Eigenfrequenz der schwingenden Elektronen ist. 
„+ Zerlegt man die Gleichung (17) in 3 Komponentengleichungen 
und berücksichtigt (13), so folgt: 


N 
— 92) + {Aw Pa” + Ga + 


+ hy, +74), 


N 
(@? — „.+ az, {Gu + Ba p,” + p,"} 


(19) ike (az, + by, + 74), 
m 


N 
(w? > P, Pw Exp,” + Cw } 


m. > 


(= 1, 2,....). 


3 — 

1) Von dämpfenden Kräften sehen wir fürs erste ab; ihre Einführung, 
durch Hinzufügen eines Dämpfungsgliedes in (16), geschieht ohne Schwierig- 
keit. Ebenso vernachlässigen wir den von höherer Ordnung kleinen Ein- 
fluß des magnetischen Feldes. 
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Dabei gehen die Koeffizienten A, .... C,, aus den ent- 
sprechenden Koeffizienten A,....C, dadurch hervor, daß 


man yz durch Ye 2s drectst, ud Y,2, durch wy yy2 
2. B. ist 


(20) bir 

wo 

=(2,— 2,2 +, + 
Es gelten also die Relationen 

(22) Ay, = Aw 


und analoge fiir die anderen Koeffizienten. 

Kennt man Amplitude, Wellenlinge und Richtung der 
äußeren Welle, ferner die Lage der N Resonatoren, ihre Masse, 
Ladung und Eigenfrequenz, so bestimmen die 3N Glei- 
chungen (19) die 3N Unbekannten p,!....p,Y eindeutig. 


§ 2. Die Lösung durch sukzessive Näherungen. 


Um die Gleichungen (19) zu lösen, führen wir neue Größen 
ein; wir setzen: 


(23) pe = tre) 

und entsprechend fiir die anderen Koeffizienten. Ferner sei 
(25) 


Dann kann man die Gleichungen (19) so schreiben: 


{Aw + Gy + Fr Q, ot, 
(26) | + Bu + Bra 


Fu q,” + Eu oy” + Cy = 
( = 1,2,....N). 


Aus diesen Gleichungen sind die Größen q,!....4q,% ein- 
deutig bestimmbar. 
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Die Methode, die wir zur Lösung der Gleichungen (26) 
benutzen, ist ein Verfahren der sukzessiven Näherung, das 
auf folgender Überlegung beruht: Wir denken uns das System 
des Würfels L* mit den N in ihm fest eingelagerten Resonatoren 
in allen seinen Dimensionen allmählich vergrößert, gleichsam 
„aufgeblasen‘‘, so daß das System sich dabei dauernd ähnlich 
bleibt. Dann werden dabei alle gegenseitigen Entfernungen 1,4, 
zwischen irgend zwei Resonatoren s und s’ in gleichem Maße 
vergrößert. Aus (15), (20), (24) folgt, daß dann die absoluten 
Beträge der Koeffizienten A,»....@,, immer kleiner und 
kleiner werden und daß daher in den Gleichunger (26) der 
Einfluß der Summen immer geringer wird. Physikalisch ge- 
sprochen, heißt das, daß bei der Bestimmung der Schwin- 
gung eines bestimmten Resonators der Einfluß der übrigen 
Resonatoren um so mehr gegen den Einfluß der äußeren Welle 
zurücktritt, je kleiner die Lagerungsdichte der Resonatoren ist. 


Im Grenzfall, lim ZL = oo, d.h. bei unendlicher Ver- 
dünnung der Resonatorendichte, bleibt allein der Einfluß der 
äußeren Welle bestehen und die Lösung von (26) wird in 
erster Näherung 


| 4, 
(27) | 
= oX%,. 


Läßt man L allmählich abnehmen, so wird die Lagerung 
der Resonatoren dichter, und man muß zu weiteren Nähe- 
rungen übergehen. Die zweite Näherung würde man erhalten, 
wenn man in (26) in den Summen, die gleichsam als Korrek- 
tionsglieder betrachtet werden, die Werte aus (27) einsetzt. 
In dieser Weise kann man fortfahren, um die aufeinander- 
folgenden Näherungen zu erhalten. i 

Mathematisch formulieren wir diesen Gedankengang fol- 
gendermaßen: Wir definieren einen Parameter 


(28) 


Dieser Parameter hat die Dimension einer reinen Zahl. Be- 
denkt man, daB 


(29) 


- 
q 
q 
| 
q 
if 
| 
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i 
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die mittlere Zahl der Resonatoren pro Volumeneinheit dar- 
stellt, und daB die GréBe 
1 L 


yr yw 

bis auf einen unwesentlichen Zahlenfaktor von der Größen- 
ordnung 1 gleich dem durchschnittlichen Abstand d benach- 
barter Resonatoren ist, so erkennt man, daß x von der Größen- 
ordnung A,/ ’ ist. In dem Grenzfall sehr. dünner Resonatoren- 
lagerung ist also x eine sehr kleine Zahl. 

Nach diesem Parameter x entwickeln wir die Größen q' 
in folgender Weise: 


(30) = +... 
Man kann ferner zeigen, daß man setzen kann: 
(31) Ay Ay 


und entsprechend fiir die anderen Koeffizienten, wobei die 
überstrichenen Größen an der Stelle x =0 endlich bleiben. 
Beweis: Es ist z. B. 


Setzt man nun abkiirzend 
VN = “2 VN = Re, 
so kann man schreiben, 


3 3 — Rus? ix 8 — Ras’? Ise!” 


Rss’? 


Daher nach (31) 


Vergrößert man nun in der oben geschilderten Weise alle 
Dimensionen unseres Systems, indem man den Würfel „auf- 
bläst“, so bleiben bei dieser Veränderung die Größen 


Use’ ’ Des’ ’ 


(3 
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dauernd konstant, die Exponentialfunktion, dem absoluten 
Betrag nach, =1. Der Parameter x dagegen strebt dem 
Werte 0 zu. Daraus erhellt, daß 


lim Aw 


x=0 


endlich bleibt. Dasselbe gilt von den anderen Koeffizienten. 
Was zu beweisen war. 


Setzen wir jetzt (80) und (31) in (26) ein und ordnen 
nach Potenzen des Parameters x, so erhalten wir durch Null- 
setzen der Koeffizienten dieser Potenzreihe nach x die 
folgenden Gleichungssysteme: 


(36) =o 4, 
au, ’ 
N 
N ‘ 
N 
N 
— Aw + Guy + Fy =0, 


N = 


N 
| + Ew + Or =0 
usw. 


Löst man die Gleichungssysteme (36), (37), (88) usw. nach 
den Unbekannten auf, so ergeben sich die folgenden Lösungs- 
systeme: 


o A, ’ 
(39) q°, = oA, 


o%,, 


} 
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N N N 


"Fu 1, 
N 


N N 
4 , , \ 
(40) q}, Cu + Uy Ba + >" Bu |, 


= 08 > > (Gee Aver + Bry Gey + Boy 
| (Ow + Bue Bor + Bos Evy’ 
+ Ger + Bar Boor + Ow Ever] 
usw. 


Dabei bedeutet >" daß über alle s” von 1 bis N zu sum- 


mieren ist, ausgenommen den Wert s” = s’; > bedeutet, daB 


über alle s’ von 1 bis N, ausgenommen s’ ='s, zu summieren ist. 


Die Koeffizienten von W,AW, A, in den Ausdrücken (40), 
(41) usw. folgen einem leicht angebbaren Gesetz. Es sind 
nämlich diese Koeffizienten in den Ausdrücken q!’ angeordnet 
nach dem Schema der symmetrischen, quadratischen Matrix: 


(42) De = | Gy By |; 


wobei eine Summation > auszuführen ist. 


(« 


nac. 
triz 

(41) 
def: 
(48 
fer 

(44 
(4 

D: 

(4 

| | 

Ay Guy Puy 

| 

a 

2 4 
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Die Koeffizienten in den Ausdrücken q?* sind gebildet 
nach dem Schema des Produktes nach Zeilen der beiden Ma- 
trizen D* und D**’, wobei noch die doppelte Summation 
>’>’ zu bilden ist usw. Man kann daher die Lösungen (40), 


(41) usw. in folgender abgekürzter Form schreiben: Man 
definiere 


Au Bu Di Dis | 
(48) DY =| Gy By By |=| Di De Dy |, 
Fy By Cw Dit Dig Dig 
ferner 


| 
Div Dis” 
(44) Dei’ D> =| Di Da |; | 
\ Da” Ds" | 
(44a) = Dee”. Die =| 


Di" Da Da 


usw. 
Dann kann man (39), (40), (41) usw. schreiben wie folgt: 


A, 
(45) q°,’ =o U, 
U, 


| 


| | | 
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In (49) ist die Lösung der Gleichungen (26) durch die Me- 
thode der sukzessiven Näherungen enthalten. Diese Werte 
der q* stellen bis auf den hinzuzufügenden Faktor 


Ay,tr:) 


die Momente der Resonatoren dar, die diese unter dem Ein- 
fluß der äußeren Welle und der gegenseitigen Zustrahlung 
annehmen. Die in den geschweiften Klammern enthaltenen 
einfachen Summen, Doppelsummen, dreifachen Summen usw. 
sind bekannt, wenn die Wellenlänge und Richtung der äußeren 
Welle und die Lage der einzelnen Resonatoren gegeben ist. 
Denn wie’ aus (33), (35), (43) und (44) hervorgeht, hängen 
die Größen A,,,.... G,, und die damit verknüpften D-Größen, 
außer von k,aßy, nur von der rein geometrischen Kon- 
stellation des Resonatorensystems ab. Ist diese Konstellation 
in allen Einzelheiten bekannt. d. h. sind die 3 N Koordi- 
naten der Resonatoren und L gegeben, so lassen sich die 
Summen streng berechnen. 


Wir wollen noch einen Schritt weiter gehen und auch 
das aus (49) sich ergebende gesamte elektrische Feld formal 
hinschreiben, das in einem beliebigen Aufpunkt 29 Y 2% vor- 
handen ist. Aus (13), (23) und (49) gewinnt man dann das 
folgende Resultat: Man bezeichne mit Ay, den Koeffizienten, 
der aus A, [vgl. (14), (15)] hervorgeht, wenn man darin z yz 
durch 2p Yo % ersetzt. Man setze [entsprechend (24) und (81)]: 


Man definiere ferner [entsprechend (48) und (44)] die Matrizen 


%, Di Dis Dis 
(51) = B,, £,, Ds! Dy Des ’ 
£,, Di Ds 


Di; 8s’ Ds. Dy 
(52) Pos’ = Dp D® 
Di Di 


USW. 
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Dann kann man das gesamte elektrische Feld im Punkt x, Yo z, 
folgendermaßen schreiben: 


E, = eilat + + 
[1+ ox + SS’ Di" +...] 
+ | ox > Dit + +..| 
E, + + rm] 
ox Dat + ote? Dit...) 
(53) | +4, [1+ ox + SS! 
== eilet- ko (awe + Byo + %)] 
+4| ox SDs + SS’ 
+ [1 + ox > Dsi + Dai +...) 


§ 3. Umformung des Problems. 


Bevor wir zu der wirklichen Ausrecunung der Summen 
in (49) und (53) schreiten, wollen wir hier erst an unserem 


‚ursprünglichen Problem eine geringfügige Abänderung vor- 


nehmen, die uns die Berechnung der Summen, Doppelsummen 
usw. erleichtert. 

Wir denken uns nämlich unser System der N Resonatoren 
nicht in einem Würfel von der Kante L angeordnet, sondern 
in einem rechteckigen Parallelepiped mit den 3 Seiten D, L, L 
in Richtung der z,y,2-Achse (vgl. Fig. 2). Dann ist das 
Volumen unseres Mediums 


(54) V=L?.D 
und die Zahl der Resonatoren ist: 
(55) N=RV=RDL?, 


wo R die mittlere Zahl der Resonatoren pro Volumeneinheit 
bedeutet. 
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Durch diese geringfügige Veränderung des Problems ist 
es möglich, die Dicke D der dispergierenden Schicht und ihre 
seitlichen Dimensionen L u.‚abhängig voneinander variieren 
zu lassen. Der im § 2 benutzte Entwicklungsfaktor x hat 
dann den Wert 1, N'A 


p's 


Fig. 2. 


Blasen wir wieder unser System auf, indem wir L und D 
in gleichem Maße wachsen lassen, N aber konstant halten, 
so nähern wir uns natürlich auch hier wieder dem Grenzfall 
x = (0, in dem die äußere Welle allein die Schwingungen der 
Elektronen bestimmt. Gehen wir, umgekehrt, von diesem 
Grenzfall aus, und lassen das System sich allmählich in seinen 
Dimensionen verkleinern, so müssen wir zu höheren Nähe- 
rungen übergehen und finden für die Schwingungen der Elek- 
tronen allgemein das Lösungssystem (49). 

Jetzt nehmen wir mit dem so auf ein endliches Volumen V 
verkleinerten System eine zweite Veränderung vor. Wir halten 
D und WR konstant, lassen aber L ins Unendliche wachsen 
und vermehren entsprechend N proportional L*. So erhalten 
wir eine Schicht von der Dicke D, die seitlich sich nach allen 
Richtungen ins Unendliche erstreckt, die aber eine endliche, 
bestimmte Dichte N der Resonatorenlagerung besitzt. 

Für diesen Fall, der ja physikalisch keine wesentliche 
Veränderung der ursprünglichen Aufgabe bedeutet, lassen sich 
die Mittelwerte der Summen, Doppelsummen usw. in (49) 
und (53), die dann zu unendlichen Summen werden, leicht 
berechnen. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 50. 2 
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§ 4. Die Konstellationsmittelung der Summen. 


Die Berechnung der in (49) auftretenden Summen, Doppel- 
summen usw. ist, wie wir sahen, möglich, wenn wir außer 
kya By noch alle Koordinaten sämtlicher Resonatorenlagen 
genau kennen. Dies ist nur bei den Kristallen der Fall, bei 
denen die Resonatoren regelmäßig im Raumgitter angeordnet 
sind. Sind jedoch die Resonatoren regellos gelagert, wie im 
Falle der Gase und Dämpfe, so sind die Lagen der Resona- 
toren unbekannt. Nur Mittelwerte sind hier gegeben, etwa 
der durchschnittliche Abstand benachbarter Resonatoren oder 
die durchschnittliche Zahl der Resonatoren in der Volumen- 
einheit. Es ist daher in diesem Fall uamöglich, die in (49) 
auftretenden Summen streng zu berechnen. Wir können also 
nichts anderes angeben als die Mittelwerte dieser Summen. 
Diese Mittelwertsbildung ist folgendermaßen zu verstehen: 
Wir denken uns im Volumen V N Resonatoren gegeben. 
[Im Grenzfall können V und N auch unendlich groß werden.] 
Die Lage der Resonatoren sei durch Angabe ihrer 3N Ko- 
ordinaten €, ....2y vollständig bestimmt. Dies nennen wir 
eine bestimmte Konstellation der Resonatoren. Für diese 
Konstellation denken wir uns die fragliche Summe in (49) 
streng berechnet. Diese Berechnung denken wir uns durch- 
geführt für alle möglichen Konstellationen der Resonatoren, 
die mit den fest vorgeschriebenen Werten von N und V ver- 
träglich sind. Der Mittelwert aller so berechneten Summen- 
werte ist der gesuchte statistische Mittelwert unserer Summe 
(Konstellationsmittel).!) 

Wir fükı m diese Mittelwertsbildung erst durch für die 
in (49) auftre enden einfachen Summen 


> Di... > DE . 
Betrachten wir zuerst: 


eikor, 


. 


Bei dieser Summation ist also der Resonator s als Aufpunkt fest- 
zuhalten und über alle anderen Resonatoren s’ zu summieren. 


1) Über die Berechtigung dieser Mittelwertsbildungen vgl. § 12ff. 
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Wir denken uns unsere Schicht vom Volumen V eingeteilt 
in M Parzellen, die wir V, V,.... Vy nennen, so daß 


(57) V = 

Wir wählen die Ausdehnung dieser Parzellen so klein, daß 
der Ausdruck (56) nur geringen Schwankungen unterliegt, 
wenn wir bei festem z,%,2, die Werte von 2, Y„2, in einer 
Parzelle variieren lassen. 

Eine bestimmte Konstellation der Resonatoren sei nun 
die folgende: Es möge liegen 


inV, . .. 0.0... m, Resonatoren 
58) 


Dabei sind alle m,....my ganze positive Zahlen, die auch 
= 0 sein können, und es ist 


M 
(59) m, +m, + mye Sm, 
p= 
Wir setzen wieder 
(60) N=N.V 
und definieren die Größen 
| 2 N Vs 


Dann ist bekanntlich die W solid att der durch (8) 
gekennzeichneten Konstellation: 


m!'m!...my! 
wofür man auch schreiben kann: 
N*.m,! +... my! 


Der Beitrag, den die Parzelle V, zu der gesuchten Summe 
in (56) liefert, ist 
m, (Aula 


(61) 


(62) W= 


(63) W= 


9° 
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wo (Ay), den Wert von A, in der Parzelle V, bedeutet. 
Das ganze Volumen V liefert also die Summe 


M 


wobei der Resonator im Aufpunkt natiirlich auszulassen ist. 

Um nun den Mittelwert dieser Summe für alle möglichen 
Konstellationen zu finden, hat man mit W zu multiplizieren 
und über alle möglichen Konstellationen zu summieren. Man 


erhält: 
m, 
=N 
ny 


(64) 


p=1 
; =0 
My 


wobei zu beachten ist, daß bei der ersten Summation über 
die m stets 


M 
Im, = N 
p= 
konstant zu halten ist. Statt (64) können wir schreiben: 
M N 
(65) Dan, DW 
=1 m, 
: 
my 


oder wenn man den Wert von W aus (68) einsetzt und die 
Summation nach den m ausführt: 


M M 


Statt der Parzellen können wir die Volumenelemente dV 
setzen; dann verwandelt sich die Summe (66) in ein Integral 
über das Volumen V, und wir erhalten schließlich für den 
gesuchten Mittelwert der Summe (56) 


(67) 
d 


Bei der Volumenintegration ist zu bedenken, daß der Resonator s 
auszulassen ist. Man muß also diesen Resonator mit einer 
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kleinen Kugel umgeben, die keinen weiteren Resonator ent- 
hält, und diese Kugel bei der Volumenintegration ausschalten. 

Für die anderen in (49) auftretenden einfachen Summen 
erhält man Gleichungen, die zu (67) analog sind. 


§ 5. Die Mittelwerte der einfachen Summen. 


Wir führen in diesem Paragraphen die in (67) angedeutete 
Integration am ersten Koeffizienten A,, durch. Dabei wollen 
wir in der Weise verfahren, daß wir zuerst einmal die Inte- 
. gration über das ganze Volumen V erstrecken und dann im 
folyenden Paragraphen den Beitrag der Kugel um den Reso- 
nator s abziehen. 

Der Einfachheit halber wollen wir im folgenden stets 


(68) a=1; B=y=0 
setzen, d. h. wir nehmen an, daß die einfallende ebene Welle 
in der Richtung der positiven x-Achse fortschreite. Das Vo- 


lumen, über das die Integration zu erstrecken ist, ist die seit- 
lich unendlich ausgedehnte Schicht von der Dieke D (in 


4 
3 
% 


>x' 


dx 


Fig. 3. 


Richtung der x-Achse). Der Resonator s (2, y, 2,) liege in O’ 
(vgl. Fig. 8), das wir zum Anfangspunkt eines gestrichenen 
Koordinatensystems 2’ y’2’ machen, das dem ursprünglichen 
parallel ist. 

Wir teilen unser Medium in dünne Schichten von der 
Dicke dx ein, die seitlich unendlich ausgedehnt sind. Der 
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Ort irgend eines Resonators s’ (a, yy 2y) in dieser Schicht 


sei P. 
Wir betrachten zwei Fälle gesondert: 
1. Es liege, wie in Fig. 3, die Schicht rechts von O’. Dann 
setzen wir: 


OP= mr 
(69) 

1 

z,—-2z,=¢ 
Ferner sei 

+ = £4 
(70) = COS —p 
C=osing. 

Dann ist bekanntlich das Volumenelement der Schicht 
(71) 


und der Beitrag aller rechts von O’ liegenden Schichten wird: 
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wird an der oberen Grenze unbestimmt. Diese Unbestimmt- 
heit verschwindet, wie wir im Anhang I zeigen, wenn wir, 
mit Rücksicht auf die unendliche Ausdehnung der Schicht, 
zu dem Volumenintegral (aus dem das unbestimmte Integral 
entspringt) sinngemäß das Oberflächenintegral über die un- 
endlich große Kugel hinzufügen. Dann wird, unter still- 
schweigender Ergänzung durch das Oberflächenintegral: 


— 
-ikhr e 
(76) fe 


Der Beitrag der oberen Grenze ist also = 0 gesetzt. Aus (75) 
und (76) folgt: 


(77) =0. 


2. Es liege die Schicht links von O’ (Fig. 4). Hier wird 
entsprechend : 


= n fag [ar fraret™?. 
0 e=0 


wo = — 
; 
gesetzt ist. 
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Durch eine ganz analoge Rechnung wie. im Fall 1 findet 
man auch hier: _ 3 


(78) (N/4,,d7], = 9, 
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so daß auch im ganzen 
(79) 


Ganz entsprechend gestaltet sich die Rechnung für die 
anderen Koeffizienten. Es wird 


(80) «> Di = N [Bad 

und wenn wir auch hier wieder zwei Fälle unterscheiden, je 
nachdem wir den Beitrag der Schichten rechts oder links von 
O’ (z,y,2,) betrachten, erhalten wir: 


22 


Nun ist 


(83) 7? = (r? — §) cos? 
Daher wird 


Das zweite Glied wird an der oberen (irenze oo unbestimmt. 
Setzen wir wieder, wie oben, den Beittag der oberen Grenze 
=(, so verschwindet das zweite Glied an der oberen und 
unteren Grenze; das erste und dritte 'Glied heben sich auf. 
Daher wird i 


(84) feo fear 


i 


un 


i 

| = 
: | od 
(8 
| (8 
und 

a 
acy 
2 d 1 d | e” 
afd ( dr E dr r 
| 1. d ikor 

€ dr r & 

= d iy ikor D 
| 

| b 
n 
| 
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und daher 


zs 


=— 2nNih, fe- dé, 
oder schließlich 
(85) [nf 7] aR 2k, (D 
Ganz ähnlich folgt, unter Beachtung von (84) 


— 2nNik, z,, 

und daher 

(81) Rf — 214 2a Rikys,. 

Durch ganz analoge Berechnungen folgt 

De = RIC, RL B,, a7, 


Di = [G,,d7 = 0. 


Das Verschwinden der drei letzten Integrale rührt her von 
den dabei auftretenden Integralen 


22 2x 2x 
(89) dg sing cosy = | dpsing= | 
J 


§ 6. Ausschaltung des auf den Aufpunkt bezüglichen 
Summengliedes. 

Wir vervollständigen jetzt unsere Rechnung, indem wir 

bei den im $ 5 berechneten Mittelwerten der einfachen Sum- 

men den Beitrag der Kugel um den Resonator s abziehen. 


¢ 


. 
| 
m 
| 
| 
1 
= 
je ‘ 
r 
. } 
| | 
| 
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Es sei r’ der Radius dieser Kugel. Dann ist der Beitrag 
der rechten Halbkugel 


[*, 
Unter Beriicksichtigung von (78) folgt nach einiger Rechnung: 
Saar), 


2 
(91) 


(90) 


2 2 
| + - 
Ebenso ist der Beitrag der linken Halbkugel 


Qn r leg gi 


= 2a 


2 2 
Aus (91) und (92) folgt für den gesarhten Beitrag der Kugel 
K 


ker? 
Damit in der Kugel kein weiterer Resonator liege, außer dem 
Resonator s, wählen wir r’ gleich der, Entfernung des Reso- 
nators s vor: dem ihm am nächsten - liegenden Nachbarresonator. 
Wir müssen dann noch (98) über alle möglichen Werte von r’ 


mitteln. Die Wahrscheinlichkeit, daß der Nachbarresonator 
von 8 in der Entfernung r’ von ihm liegt, ist bekanntlich !) 
or? dr’. 
1) Vgl. P: Hertz, Mathem. Ann. 67. 387. 1909. 
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Mit diesem Ausdruck ist (93) zu multiplizieren, und über alle 
r’ von 0 bis oo zu integrieren. 


Setzt man also 
N 
(95) 
so wird 
(96) Awd 7 = 24nN-M- y(M), 
x 


wo 
(97) war) ( cos u)e du 


Wenn M groß gegen 1 ist, d. h. also nach (95), wenn im 


Wellenlängenkubus sehr viele Resonatoren liegen, ist yw (M) 


leicht auswertbar. In diesem Falle tragen nämlich nur kleine 
Werte von u wesentlich zum Integral bei, und es wird daher 


Also wird der Beitrag i Kugel nach (96) 
(99) Aw = EN. 
Durch ganz analoge us findet man: 

& 


= 
= fe + in 

0 
| 
Ist M>1, also bei sehr dichter Resonatorenlagerung ist 


(101) 

und daher 

(102) Rf =— ER. 
x 


x 
| 
| | 
| 
1 
Bi 
| | 
| 
| | 
| 
| 
r 
el 
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Ist aber M<Z1, d.h. hat man sehr dünne Resonatoren- 
lagerung, so kann man zeigen, daß das ausschlaggebende Glied 
in x (M) das folgende ist: 

=—ife™”. udu 

oder 
a 

(101) x(M) = — 
wo TT (v) mit der J’-Funktion durch die Beziehung !) 


TT (v) = + 1) 
zusammenhängt. Dann ist 


TT ($) ~~ 0,89 
und es wird 


Führt man hier nach P. Hertz?) den durchschnittlichen Ab- 
stand der Resonatoren ein, den wir 5 nennen wollen, so ist: 


und man erhält: 

(102b) 
K 

Ferner ergibt sich: 


(108) Rf 2.47, 


(104) Rf By dV=Rl Gy dV =0. 

Diese durch (96), (100), (108), (104) gegebenen Beiträge der 
Kugel um s sind noch von den im vorigen Paragraphen be- 


1) Vgl. Jahnke-Emde, Funktionentafeln, p. 26ff. 
2) 1. c. 
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1“ rechneten Integralen (79), (87), (88) abzuziehen, wenn man 
d die Mittelwerte der einfachen Summen © 


> D% usw. 
erhalten will. So erhält man: _ 


Di =— 24aNMyM), 


—2aNih, 


Dis Da = Dis = 0. 


(105) 


§ 7. Die Mittelwerte der höheren Summen. 


Wir gehen jetzt dazu über, die höheren Summen in (49), 
die Doppelsummen, dreifachen Summen usw. zu berechnen. 
Aus der Definition der Größen D in (42) bis (44) und aus 
(105) folgt, daß die Mittelwerte aller der Summen verschwinden, 
die über die D mit zwei verschiedenen Indizes erstreckt sind ; 
es bleiben also nur die Mittelwerte der Summen über die 
Diagonalglieder der Matrizen D* usw. übrig. 


Ferner ist 
| - 
(106) er: >> 
usw. 


Mit den Summen 


Di; > Di usw. 
brauchen wir uns nicht weiter zu befassen. Denn, da wir in 
(68) angenommen haben, daß die einfallende ebene‘ Welle 


sich in der Richtung der x-Achse fortpflanzt, so muß wegen 
der Transversalität dieser Welle 


(107) 0 


i : 
IM 
| 
| 
| 
[ 
q 
i 
> 
H 
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sein. Die eben genannten Summen treten nun aber gemäß 
(49) nur mit dem Faktor W, auf und verschwinden daher aus 
dem Resultat vollständig. 


Aus (105) folgt: 


= >" Cw > Cy 
und unklar für die dreifachen, isn usw. Summen. 


Wir wollen auch hier der Einfachheit halber die Integration 
zuerst über den ganzen Raum, mit Einschluß der Kugel 1’, 
erstrecken. Dies ist berechtigt, solange die Lagerung der 
Resonatoren nicht zu dicht ist. Bei dichter Lagerung muß 
der Beitrag der Kugel r’ wieder abgezogen werden. Diese 
Korrektionsrechnung wird im $ 11 durchgeführt. 


Die Berechnung der Doppelsummen in. (108) geschieht 
in der Weise, daß man, entsprechend dem eben Gesagten, 
in den Mittelwerten der einfachen Summen, die in (105) stehen, 
die mit M multiplizierten Glieder streicht, x, überall durch 
x, ersetzt, die so entstehenden Ausdrücke mit B,, multipli- 
ziert und über das Volumen der unendlich ausgedehnten 
Schicht von der Dicke D nochmals integriert. 


Nun kann man nach (84), (85), (86) schreiben: 
>B,, = =(— 2a Nik, 


(109) | + fat 


0 


wofür man auch schreiben kann: 


>B,, = | 


| fees 


(110) 


(1 
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Hieraus folgt: 


(111) f ; ar 

| far fe ; 


Dabei ist im eisten Glied 2, = x,+£, im zweiten Glied 
ry = x, — E zu setzen. Unter Beachtung von (84) folgt dann: 


> Bu > ve = (— 20Rik,) 


2aNik,) 


ze D 


oder wenn wir im ersten Glied in der Klammer 2,— =u 
setzen, im zweiten Glied z,-+ & = u: 


> 4, Bun = (— 
. iho) + 2iku, 2 — 


D 
+ du(— 2aRik,) fe 
0 


Ts 


(112) ; 


| a 
| 
) 
mn 
, 4 
£ 
er 
1B 
se 
| 
74 
| 
at 
n, 
sh 
h 
- 
| 
ce , 


Pr 
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Aus dieser Gleichung erkennt man sofort das Bildungsgesetz 
der Doppelsummen oder höheren Summen. Denn man sieht, 
daß die Integrationsbildung nach &’ in der eekigen Klammer 
von derselben Form ist wie die Integrationsbildung nach u 
in der geschweiften Klammer. Wir haben also fortgesetzte 
Iterationen des in der eckigen Klammer stehenden Integral- 
ausdruckes vor uns. 

Setzen wir also 


(118) fo (#2) = 1 


(114) = +e?likz [fa-ıwe- 2ikus dy 
0 


(n = 0, 1, 2,...), 
so wird 


> Buy = (= 2aNik,) +f, (x); 
(115) Bu Bau =(— fy 


usw. 
2 By Bus =(—2n Nikyy-f, (z,) 


Mit Hilfe der Rekursionsformel (114) sind aus (118) und (115) 
alle in Frage kommenden Summen zu berechnen. 


§ 8. Zurückführung des Problems auf eine Integralgleichung 
und ihre Lésung. 


Aus den Betrachtungen des § 7 und den Formeln (106), 
(107), (108, folgt, daß die Ausdrücke (49) für die q* sich in 
unserem Spezialfall vereinfachen. Es folgt: 


= 0, 
{1 + + Bu Boy + 


(= 1, 2, 3,... NV). 
Es kommt also auf die Berechnung der unendlichen Reihe an: 


(116) 


1) = 1+ + By +. 
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Führt man hier die Werte aus (115) ein, setzt 


(118) (—2aNik,o) =t 
und schreibt der Einfachheit halber z statt %, so wird - 


Aus (114) und (119) folgt: 
‘2 D 

S(x) = 1 + [dude + ferien de 
0 a= n= 


oder 
x D 
(120) = 1+ [SW du+ S(u)du. 


Setzt man jetzt 


S(z)e'** = 9(2), 


ik, (u — 2) 
K(u,z) = - fir OSu<z, 
(121) 27 ky 
iko(u — 2) 
(we 
(122) Ziht=Anh No=u, 
(128) e-ikz — F(z), 
so erhält man aus (120) 
D 
(124) = Fa) 
0 


d. h. eine inhomogene lineare Integralgleichung zweiter Art 
mit symmetrischem Kern. Dabei ist der Kern in bekannter 
Weise so normiert, daß 


aK (u, 2) 
du |z+0 


(.25) 


Um die Integralgleichung (124) zu lösen, verwandeln wir sie 
in die entsprechende Differentialgleichung mit Randbedin- 
Annalen der Physik. IV. Folge. 50. 3 
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gungen. Durch Einsetzen der Werte aus (121) und (128) wird 
(124): 


kolu-z) 


Daraus folgt: 


ky (u—a) 


(127) | 
+ 
(2) = + — plz) + hf (u)du 
(128) om 
oder nach (126): 
(129) (x) = — (w+ ko") (2) 
Setzt man noch 
(130) ky? = , 
so folgt: 
Dies ist die lineare Schwingurgsgleichung, mit der Lésung: 
(132) gp (z) = deir? + Be-ir, 


Die Randbedingungen ergeben sich so: aus (126) und (127) 
folgt: 


—ikou 
g(0) = Y(u)du, 
(133) 


(1 
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D 
=— ih + tu plan, 
(133) 


(D) =— th — ‘ 
3 
Daraus ergibt sich: 
| 9(0) - =2, | 


(134) 
9(D) + 

Die Differentialgleichung (181) mit den Randbedingungen (134) 

ist der Integralgleichung (124) vollkommen äquivalent.: 


Aus den Randbedingungen bestimmen sich die. Konstanten 
A und B in (132) eindeutig. Es folgt: 


185 
| A(1+2) eer + 


Zwei Fälle sind jetzt. zu unterscheiden: 
I. Ist die Determinante 


1-2; 147; 
0) 0 


(136) (1+ (1-2)e- >; 


0 


| 
| 


von 0 verschieden, so haben die linearen, inhomogenen Glei- 
chungen (135) eine Lösung, und zwar: 


A= 


(137) 


8* 


iW 
| 
ul, 
= 
q 
q 
| 
in 
| 
j 
4 


36 
Daher wird 


| 


II. Ist die Determinante A = 0, so haben die inhomo- 
genen Gleichungen (135) keine Lösung; dagegen haben dann 
die entsprechenden homogenen Gleichungen eine Lösung. 
Diese homogenen Gleichungen entstehen aus den homogenen 
Rand bedingungen: 


(139) 
9(D)+ Tk ¥ () = 0. 

Man erkennt durch eine dem obigen analoge Betrachtung, 
daß die Differentialgleichung (131) mit diesen homogenen 
Randbedingungen äquivalent ist der (124) entsprechenden 
homogenen Integralgleichung: 


D 
(140) 
0 


Daher hat die homogene Integralgleichung Lösungen, wenn 
A = Oist. Die vollständige und einzige Lösung der inhomogenen 
Integralgleichung (124) ist also durch (138) gegeben. Diese 
Lösung versagt für A=0, wo die entaprochende homogene 
Gleichung Lösungen besitzt. 


Wir untersuchen die Lösungen von 4=0. Man kann 
dies schreiben: 


(141) 


| o 
i 
2 (1 _ 2) 
(138) ; se 
(1 - (1 +2) .e’rD 
i 
I 
i 
f 
| ( 
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2 ‘ 
p 
| ı+ 2 
ka 
| 


n 


a PrP 


Zur Theorie der Dispersion in Gasen und Dämpfen. 37 


oder wenn man. 
(142) 


setzt 
(143) 
Aus (122), (130) und (142) folgt: 
(144) Pm VTP 


Dabei ist o durch (25) definiert. P ist also reell. Berück- 
sichtigt man jedoch die Dämpfung der Elektronenschwingungen, 
führt also in die Schwingungsgleichung (16) links ein Dämpfungs- 
glied von der Form 2b m6, ein, wo.b < mp, so tritt an Stelle 
von (25): 


(145) 


o und daher P werden also komplex. 
1. Es sei P reell (keine Dämpfung). 

Dann ist die einzige Lösung von (148): 

(146) 

wobei in (143) das positive Zeichen zu nehmen ist. 
Die Gleichung 


a) 


hat keine reellen Wurzeln im Endlichen. Im Unendlichen 
dagegen liegt die "Wurzel 


(148) P = lim (as). 


a=co a 


eiaP 


2. Es sei P rein imaginär. 

Dann ist die rechte Seite von (148) reell, die linke kom- 
plex; die Gleichung ist dann für von 0 verschiedene Werte 
von P nicht erfüllbar. 


ky 
v 
0- 
an 4 
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3. Es sei allgemein P komplex. (Vorhandensein von 
Dämpfung.) 

Wir setzen 
(149) P=u+iv. 


Dann folgt aus (148) durch Sn des Reellen und Imagi- 
nären: 


Daher: as | 
20 
| tg (au) = - 
(150) 1— — 


g-tes a- uw? 
(1 + uw)? + 
Aus der zweiten der Gleichungen (150) folgt, daß u und 
v dasselbe Vorzeichen besitzen müssen, wenn die Gleichung 
durch von 0 verschiedene Werte von u und ® befriedigt werden 


soll. Man kann jedoch zeigen, daß dies hier nicht möglich ist. 
Aus (144) und (145) folgt nämlich: 


m 


Pi (u + iv? =14— 


Daher, wenn wir @ als reel ansehen, also nur zeitlich un- 
gedämpfte Schwingungen betrachten, 
422 - @*) 


(0? — 40? 


(151) 
4nN% 
—uv= 


In der zweiten der ‘Gleichungen (151) stehen rechts nur 
positive Größen. Daher müssen u und v verschiedenes Vor- 
zeichen besitzen, was zu dem oben abgeleiteten Resultat im 
Widerspruch steht. 

Damit ist gezeigt, daß für den hier vorliegenden 
physikalischen Fall die Gleichung 4 = 0 nur die beiden in 


4 { 
4 I 
] 
“2 


= 
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n (146) und (148) gegebenen reellen Lösungen 0 und oo besitzt. 
Aus (182) und (139) folgt für die Lösung 0 der triviale Wert: 


y(z)=0. 
Die Lösung oo ist physikalisch bedeutungslos. Sie führt 
i- formal auf 
A=B 
und 
= lim 2 4 cos pg 
(4) = 

Unter Ausschluß dieser beiden Fälle stellt (188) die all- 
gemeine Lösung der Integralgleichung (124) dar. Unter Be- 
nutzung von (142) wird: 

(1 - Pi. PD _ (1+ PP. PD 


(152) (2) = 


Setzt man jetzt 


| (158) P= 
| so folgt aus (121) und (152) i 
S(z) = 

(154) 


Aus (116) und (117) folgt weiter 
=0, 


wo S (x) durch (154) gegeben ist. | 
Aus (28) folgt ferner 


p, =, | 
(156) py = Siz), 
p, = oA, 
und für die a der Resonatoren aus. (5) schließlich 


» 
: 
3 
1 
| 
) 
' 
| ! H 


{ 
= 204, 
(157) ; kas) + eilot 
= 20%, 


Die Zurückführung des Problems auf die Integralgleichung 
(124) oder auf das in (181) und (134) enthaltene Randwert- 
problem bedeutet physikalisch den Ubetgang zum homo- 
genen Körper. In der Differeritialgleichung (181) und den 
inhomogenen Randbedingungen (134) steckt das bekannte 
Problem der Brechung und Reflektion einer ebenen Welle 
an einer homogenen seitlich unendlich ausgedehnten Platte 
von der Dieke D. Auf dieses Problem kommen wir in $ 10 
zurück. 

Das entsprechende homogene Randwertproblem, d.h. 
die Differentialgleichung (131), zusammen mit den homo- 


"genen Randbedingungen (139), gibt die - Eigenschwingungen 


derselben Platte. Die Bestimmung der Eigenwerte ist dabei 
zurückgeführt auf die Frage nach den Lösungen der trans- 
zendenten Gleichung (143). Wir sahen, daß, abgesehen von 
den trivialen Werten 0 und oo, diese Gleichung keine Lösungen 
besitzt, wenn o reell ist. Es existieren daher keine zeitlich 
ungedämpften Eigenschwingungen der Platte, was sich physi- 
kalisch durch die bei den Schwingungen erfolgende Aus- 
strahlung erklärt. 

Dagegen existierten natürlich Lösungen von (148) für 
komplexes w, d. h. gedämpfte Eigenschwingungen. Auf diese 
wollen wir hier nicht eingehen. 


§ 9. Berechnung des Feldes in einem weit entfernten Aufpunkt, 


Wir berechnen jetzt, unter Benutzung der im vorigen 
Paragraphen abgeleiteten Mittelwerte der q, und p, das ge- 
samte Feld außerhalb unseres Mediums in großer Entfernung. 


Dab 
der 


(158 


ode 
eins 


(15 
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Dabei gehen -wir aus von den :Gleiehungen (13). Ist x, yo 2 
der Aufpunkt, so folgt aus (156) und (107): 


(158) (By, +E,, pl}, 


€, 4 Py’ +C,, p, 


oder wenn man für ie p die Wert aus (156) und (154) 
einsetzt: 


A -iku.@ P-1, 00,8 tka. 
. oot pai ‘Be Se 0s 


B+ e- Setitz=.B, |} 


[3 -E,, e- Seitz. E, 

| 


i 1 Seika. C,, | ) 


| | | 1 
. 
q 
ig 
. 
| | 
\ 
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Wir müssen also die folgenden 10 Summen berechnen: 


( B B 
De “Dos? 


s=1 
B,= 
C, 
(160) El=-De'”. 
E,= 
F_= 
F,= gt the. 
G_= 
Wir wählen den Aufpunkt in großer Entfernung von der Schicht, 
auf der z-Achse, so daß © 
(161) Yo =% = 0. 


Dann sind nach (15) die Koeffizienten B),....@,, durch 
folgende Ausdriicke gegeben: 


= 


“ 


& 


“ 


ye ily toe ‘ 
B= 
2 —ikpros 
ett 24s — 
(162) ey E,=- 
y, en 
6, Tos : Tos 
Dabei ist 
(163) Tos" — 2,)? + + 2,2 


1. Es sei z,>0, d. h. der Aufpunkt lieye rechts von der 
Schicht. Die Summen (160) lassen sich durch Integrale über 
das Volumen der Schicht ersetzen (vgl. Anhang II). 


Wir betrachten zuerst die 6 letzten Summen von: (160). 
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Es wird 


3x . D 


Beachtet man, daß 


(165) Vr." — (% —2,)? 0089, 

—(%- 2,” sin 
so folgt aus der Integration nach g: — | 
(166) E_ = 0: 


Aus demselben Grunde wird 


(167) E,=F_=F, =G_=G,=0. 


Andererseits ist: 


7s 


D 


= MN h,? dz, [1+ (x, 


7 


= 


& 


D 


0 


ch, 


— 


To — 


oo 
— ikyros 
%— 


B_= Ruhr. 


— ik (a — 2) 
(168) + (25 z,) er 


| 
| 
7 
| 
. 
IE F 
2 co 
0 (07 
| 
| 
ig 
| 
4 
| 
fa 
if 


Nun ist: od 
— ik roe 
| I- dr, | (17 
| (169) te — Fe 
| -- Ci [hy — — — 2)]}, 
| wo 
Se 
| | (170) und _ 
! Si(z)= au (1% 
Integralkosinus und dr darstellen: 
| Da Di 
| (171) 2 > | 
so kann man schreiben ?): 
| Sit [ho [ka — 2,)] 
(172) cos [ky (x, — ,)] sin [k, (x, — 2,)] 
und daher 
(178) 3 hey — %,) + ko — 
Also folgt: 
- ike (25 — 22) 
| B_=2aMh,? : -dz,, R 
oder ( 
Analog folgt 
4 — i ky (% — 


1) Vgl. Jahnke-Emde, Funktionentafeln, p. 19. 
2) Ebenda. 
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oder 
Ferner ist: 


Setzt man jetzt die Werte (166), dien, (174), (175), (176) in 
(159) ein, so folgt unter Beachtung von (153):.':  _ 


-0, 


(P+ (P- 1% BED.” 


(177) 
(P+ 1% - (P= * 


= U,- 


Wir können das folgendermaßen schreiben : 


(E,=0, 
1-09 ifwt—kD — -D 
1+@-30cs@kD.* -- 
(1- QQ ilwt +k D— ky (zy — D)] 
1+ Q?— 20 cos(2k D) 
. . . . . s 
wobei 
> 
(179) (p33) 


2. Es sei x, <0, d. h. der Aufpunkt liege links von der 
Schicht. 


Dann gelten und (167) unverändeit, Setzt man 
(180) H=-%, 
wo 2) >(0, so wird: 


O 


D 
— ike + xs) 
= 
ko 
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oder. 
(181) B_= thon’ + ho) D .. e-ikm/], 
Analog: 


(182) B, ung + i(k _ 


Ferner gilt auch hier (176). Setzt man die so erhaltenen Werte 
in (159) ein, so folgt mit Rücksicht auf (158): 
€, = 


{e +e (P+ 1 -(P- 


= iot ike% iko% « : 
€, = Ue {e +e 


(183) 


Dafür schreiben wir: 


= 
E ile + Q) 
gi: 
o 2 
+ 4%, 1+ t+ +2kD) 


$ 10. Diskussion. Vergleich mit dem Problem der homogenen 
Platte. Der Brechungsquotient. 

Wir wollen jetzt die Formeln (178) und (184) diskutieren. 
Wir betrachten zuerst den Zustand hinter der Schicht, der 
durch (178) dargestellt ist. 

Das elektrische Feld besteht dort aus zwei Teilen. Der 
erste Teil stellt eine ebene, in Richtung wachsender x fort- 
schreitende Welle dar, die die Amplitude 

1-9 
a, 1+ Q*— 2 Qcos(2k LD) 
besitzt. Diese Welle hat; wie man aus ihrer Phase erkennt, 
die Strecke (2z,--D) außerhalb der Schicht mit der unver- 
änderten Wellenlänge 


2n 
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zurückgelegt, also nach (8) mit der Geschwindigkeit c. Inner- 
halb der Schicht dagegen hat sie die Strecke D mit der ver- 


änderten Wellenlänge 
2a 


A= — 


k 


zurückgelegt, d. h. mit einer Geschwindigkeit q, die ent- 
sprechend (8) durch 


(185) 


gegeben ist. Die Phase dieser Welle ist in O (beim Eintritt 
in die Schicht) e‘®*, beim Austritt aus der Schicht ist sie 
ei (wt—kD), 

Der zweite Teil der elektrischen Kraft stellt ebenfalls 
eine ebene Welle dar, die in der positiven x-Richtung fort- 
schreitet. Ihre Amplitude ist: 


1-99 
„1+Q-20cos(2kD) 


Ihre Phase aber ist gegen die Phase der ersten Welle ver- 
schoben. Man kann die Phase dieser Welle in O 
= eilot +2kD) 


setzen; dann ist die Phase beim Austritt 
= ei(wt+2kD—kD) = ei(wt+kD) 


und die Phase im Aufpunkt ist 


eilmt+kD — — D)] 


Diese zweite Welle eilt also der ersten in der Phase um 2kD vor. 

Wir betrachten jetzt den Zustand vor der Schicht, der 
durch (184) gegeben ist. Hier besteht das elektrische Feld 
aus vier ebenen Wellen. Die erste ist die einfallende Welle. 
Die zweite Welle kann man als die an der Vorderseite reflek- 
tierte Welle ansehen. Sie hat die Amplitude: 

— + Q) 

und pflanzt sich in negativer z-Richtung fort. Ihre Phase 
in O ist ei®t, 

Die dritte Welle kann man betrachten als die in die Schicht 
eingedrungene und dann an ihrer Rückseite x = D reflektierte 
Welle. Ihre Amplitude ist: 
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4 


ihre Phase in O, beim Eintritt in die Schicht, ist e*@*; ihre 


Phase in O beim Austritt in negativer z-Richtung ist also 
ei@wt-2kD) 

Die vierte Welle endlich kann man als eine Welle an- 
sehen, die ebenfalls an der Vorderfläche reflektiert wird, aber 
in der Phase der zweiten Welle um 2kD Rn. Ihre 
Amplitude ist: 


Die zweite Welle in dem Felde hinter der Schicht und ebenso 
die dritte und vierte Welle in dem Felde vor der Schicht ent- 
stehen durch die vielfachen Reflektionen im Innern der Schicht. 
Infolge des Auftretens dieser Wellen ist nicht ohne weiteres 
zu erkennen, welche Größe in unseren Gleichungen die Rolle 
des Brechwnysquotienten der Schicht spielt. Hätten wir hinter 
der Schicht nur eine einzige Welle (die einfach hindurch- 
gegangene Welle), so wäre aus der Phase dieser Welle sofort 
der Brechungsquotient der Schicht abzulesen. Um die Frage 
nach dem Brechungsquotienten zu beantworten, vergleichen 
wir unsere Formel mit den entsprechenden: Formeln für den 
vurehgang einer ebenen Welle durch eine homogene Platte 
vom reellen Brechungsquotienten n und der Dicke D, unter 
Berücksichtigung der vielfachen Reflektionen im Innern der 
Platte. Wir ziehen also zum Vergleich mit unserem Problem 
die Airyschen Formeln in der Theorie der Farben dünner 
Blättchen heran. 


{Auf eine homogene Platte von der Dicke D und dem 
Brechungsquotienten n (vgl. Fig. 5) falle eine ebene Welle 
in Richtung positiver x, deren elektrische y-Komponente in 
O den Wert hat: 


E,=4Ueiet. 


Wir suchen &, im Punkte M (a9) hinter der Schicht. Ist 
s der Faktor, mit dem sich die Amplitude der Welle beim 
Übergang vom Vakuum in die Platte multipliziert, und ebenso 
s’ der Faktor für den umgekehrten Übergang, so ist der Wert 
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der elektrischen Kraft für die einfach hindurchgegangene 


Welle in M: 
nD+2%—D 
ire io |t — 
so &'=- U, ), 
n- 
er 
n 
re 
Xo 
0 
0 
Vacuum, Platte. Vacuum 
S Fig. 5. 
“ oder wenn man 
r 
setzt, 
(1) gg eilwt—n - -D 
i Ist o’ der Faktor, mit dem sich die Amplitude bei der inneren 
e Reflektion (Platte—Vakuum) multipliziert, so ist der Wert 
r der elektrischen Kraft fiir die zweimal im Innern reflektierte 
, Welle in M: 
| 


= A, 
Ebenso folgt für die viermal im Innern reflektierte Welle 
¢ ilwt—5nky D— ko (x — D)] 
usw. 
Also ist der gesamte Wert der elektrischen Kraft in M: 


= co . « 

a= a= 

oder 


ei — kp D — ko (a — D)] 
—2inkD 


C= 


Annalen der Physik, IV. Folge. 50. 4 
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Aus den optischen Grenzbedingungen folgt nun bekanntlich 


s.’=1- 0’? 
und 
für senkrechie Inzidenz. Daher kann man ©, folgendermaßen 
schreiben: 
y ¥ 1+ 0'*— 20’ cos D) 
— 
1 + 20* cos (2nk, D) 


ei [wt —mkyD — k(x — D)] 


(186) 


eilwt + nk) D — D)] 


Vergleicht man jetzt diesen Ausdruck mit (178), so sieht man, 
daB sie identisch werden, wenn man setzt: 


ast 
und 

(188) k=nk, 

Aus der ersten Gleichung folgt: 

(189) n=P, 


wodurch unter Beachtung von (153) auch die zweite Gleichung 
(188) identisch erfüllt wird. 


Wir können also sagen: Der Brechungsquotient n unserer 
Schicht von Resonatoren ist gegeben durch: 


(190) n=yl+4nNo, 


oder es ist: 


4nM 
(191) 
Dies ist die bekannte Formel der Drude-Voigtschen 
Dispersionstheorie, unter Vernachlässigung der Absorption. 
In unmittelbarer Nähe des Absorptionsgebietes verliert sie 
natürlich ihre Gültigkeit. Hier ist die Dämpfung der Elek- 
tronenschwingungen mit zu berücksichtigen. Dann wird nach 
(145): 


(1! 
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Es wird also o komplex und daher nach (190) auch der Bre- 
chungsquotient. Bezeichnen wir den komplexen Brechungs- 
quotienten durch n, so wird also jetzt: 


(192) 


— 0° +2bwi 
und wenn man jetzt: 
(193) n=n (1 —% x) 


setzt, so folgen durch Trennung des Reellen und Imaginären 
die bekannten Drude-Voigtschen Formeln für den reellen 
Brechungsquotienten n und den reellen Extinktionskoeffi- 
zienten n x: 


~ (m - @*) 


— + 4527 * 


In den Formeln (178) und (184) sind in diesem Fall Q und k 
komplex. 

Bemerkenswert ist noch der Fall, daB 
(195) 4nNlol<. 


Dies ist sicher erfüllt, wenn der Maximalwert von 42 %|o| 
nämlich 


(196) 
Dann wird nach (144), wenn wir nur Glieder erster Ordnung 


in (4rNe) beibehalten: 


P=1 + 
(197) (P+ 1)? = 4(1+ 20No), 
(P— 1? =0, 
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und daher wi.d nach (177) das Feld hinter der Schicht: 
= 0, 


= U, 


(198) 


= 
Analog folgt aus (183) fiir das Feld vor der Schicht: 


€,=0, 

E = U, — YA 
Dtm), 


Wenn also die Bedingung (196) erfiillt ist, so zeigt sich in 
dem Felde hinter der Schicht nur die einfach hindurch- 
gegangene Welle, während hier die von der vielfachen Re- 
flektion herrührenden Wellen von höherer als erster Ord- 
nung verschwinden. In dem Felde vor der Schicht dagegen 
zeigt sich außer der einfallenden Welle noch die an der Vorder- 
seite und an der Rückseite reflektierte Welle, die beide von 
erster Ordnung klein sind. Ist andererseits 4rN|o}>1, 
also |P|>1 und daher Q = 1, so folgt aus (178): 


(200) €-€=-€=0. 
Ferner folgt aus (184): 


(199) 


€,=0, 
€, = u 


Die Schicht reflektiert also, wie ein vollkommener Spiegel, 
ohne Energie durchzulassen. 


(Fortsetzung folgt im nächsten Heft.) 


— 
K 
|| sik 
; Bi 
. 
— ih 
5. 
ke 
de 
8. 
j 
zu 
ın 
cl 
iil 
| Ww 
A 
e 
} J 
Z 
Ww 
j 
vi 
d 
v 
— 
» 4 | 
— 
— . 
y " 
4 


1, 


53 


2. Tatsachen und Folgerungen über Zahl und 
Koppelung von Elektronen im Wasserstoffatom; 
von J, Stark. 


Inhalt: 1. Gegenwärtige Stellungnahme des Chemikers und Phy- 
sikers zum Problem der Atomstruktur. — 2. Ionisierung und chemische 
Bindung des Wasserstoffatoms. — 3. Verschiedene Wasserstoffspektren und 
ihre Träger. — 4. Zahl und Anordnung der Elektronen im H*-Atomion. — 
5. Anordnung der Elektronen im neutralen H-Atom. — 6. Geschwindig- 
keit der Elektronen im H-Atom. — 7. Elementare Gesetzmäßigkeiten 
der Wasserstoffserie, Zusammenhang aufeinanderfolgender Glieder. — 
8. Deformation der Atomstruktur. 


1. Gegenwärtige Stellungnahme des Chemikers und Physikers 
zum Problem der Atomstruktur. — In den letzten Jahren sind 
in rasch steigender Zahl Abhandlungen von physikalischer und 
chemischer Seite erschienen, welche aus gewissen Annahmen 
über die Struktur chemischer Atome unter Hinzunahme von 
weiteren Hypothesen einzelne Resultate der Erfahrung auf theo- 
retischem Wege abzuleiten suchten; es wurden in ihnen allerlei 
Atommodelle vorgeschlagen, unter ihnen wurde besonders das- 
jenige von Bohr beliebt. Die vorliegende Mitteilung will die 
Zahl dieser Abhandlungen nicht um eine neue vermehren, 
wohl aber will sie die Entwicklung der theoretischen Literatur 
über die Atomstruktur beeinflussen, indem sie das bis jetzt 
von der Erfahrung in dieser Richtung erschlossene Gelände 
der Tatsachen absteckt und die Zulässigkeit oder Möglichkeit 
theoretischer Bauten auf seinem Grunde prüft. Das Anspruchs- 
volle dieser Absicht wird vielleicht dadurch entschuldigt, daß 
eine solche Arbeit im Interesse einer mehrseitigen Entwicklung 
der Forschung liegt, und daß ich mich seit Jahren bemüht 
habe, Erscheinungen aufzufinden, in welchen sich die Atom- 
struktur so unmittelbar wie möglich ausdrückt. Außer dem 
Atom-Theoretiker mag die vorliegende Mitteilung auch dem 
Fernerstehenden nicht unwillkommen sein, welcher gegenüber 
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dem sich herandrängenden Material seinen Standpunkt auf dem 
festen Boden der Tatsachen wählen will. 

"An dem Problem der Atomstruktur ist in der gegenwärtigen 
Zeit sowohl der Chemiker wie der Physiker interessiert, aller- 
dings in verschiedener Richtung und in verschiedenem Maße. 

Der Chemiker beschränkt sein Interesse zunächst auf dieje- 
nige Seite der Atomstruktur, aus welcher die von ihm beobachtete 
Zusammenbindung von Atomen zu chemischen Molekülen folgt; 
er will demnach ein tieferes Verständnis der chemischen Valenz 
gewinnen, als es seine praktisch so erfolgreiche, theoretisch 
aber ungenügende Einzelkrafthypothese zuläßt. Für dieses Ziel 
des Chemikers habe ich schon vor längerer Zeit aus einer 
großen Zahl chemischer und physikalischer Erfahrungen fol- 
gende möglichst einfache Valenzhypothese!) abgelesen: an der 
Oberfläche chemischer Atome stehen verhältlich ausgedehnten 
positiven Flächen Elektronen (Valenzelek.ronen) gegenüber; die 
elektrische Kraft von Seite dieser Valenzelektronen bedingt in 
erster Linie die wechselseitige Bindung von Atomen in Mole- 
külen. Der von Berzelius stammende Gedanke, daß die che- 
mische Kraft elektrischer Natur ist, lebt in den meisten neuen 
theoretischen Versuchen über die chemische Valenz neu auf, 
und ebenso ist von ihnen die obige Idee des Valenzelektrons an 
der Oberfläche des Atoms fast ausnahmslos übernommen worden, 
Meine Genugtuung hierüber ist aber wesentlich durch die vielen 
Zusatzhypothesen beeinträchtigt, welche mit der grundlegenden 
Valenzelektronhypothese verquickt worden sind. Ohne auf sie 
hier näher einzugehen, kann ich gegenüber dem vorsichtigen 
Chemiker nicht unterlassen zu bemerken, daß mir mehrere 
Abhandlungen, welche Valenz und Elektron in Zusammenhang 
bringen, etwas zu reichlich und willkürlich mit Hypothesen zu 
arbeiten und kaum mehr auf dem Boden der Erfahrung zu 
stehen scheinen, Es ist zu befürchten, daß mancher Chemiker 
durch derartige Abhandlungen von einem Eingehen auf die 
Valenzelektronhypothese abgeschreckt wird. Auch die ernst- 
haften Theorien auf physikalischer Seite können bei ihm diese 
Wirkung hervorrufen, wenn sie für die Deutung der wechsel- 


1) Vgl. J. Stark, Die Elektrizität im chemischen Atom, 8. Hirzel, 
Leipzig 1915. 
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seitigen Bindung der Atome in Molekülen erheblich über die 
von mir vorgeschlagene Hypothese des statischen Valenzelektron- 
feldes hinausgehen, etwa die Valenzelektronen in zyklischer Be- 
wegung annehmen. Zum Glück läßt sich zum mindesten wahr- 
scheinlich machen, daß eine solche Annahme der Erfahrung 
widerspricht, ganz abgesehen davon, daß sie mit einer der 
größten physikalischen Errungenschaften, der Maxwellschen 


Theorie, unverträglich ist. Müßte diese Annahme einer zykli- 


schen Bewegung der Valenzelektronen für die Deutung der 
chemischen Valenz eingeführt werden, so würde ich es verstehen, 
wenn der Chemiker lieber ganz auf eine solche Deutung ver- 
zichten würde, welche so wenig anschaulich ist, so verwickelte 
mathematische Formeln und unbegründete physikalische Will- 
kürlichkeiten verlangt; an seiner Stelle würde ich mich dann 
ebenfalls auf die Einzelkrafthypothese beschränken, welche in 
systematischer und heuristischer Hinsicht so viel geleistet hat. 
Die Aufgabe der Zurückführung der chemischen Kräfte 
zwischen den Atomen auf ihre Struktur ist demnach im Interesse 
eines zwar langsamen, aber sicheren Fortschrittes der Forschung 
zurzeit ziemlich eng zu begrenzen; sie hat zunächst zu ver- 
suchen, diese Kräfte aus statischen elektrischen Feldern an der 
Atomoberfläche abzuleiten; als Material haben ihr hierbei in 
erster Linie die organischen Verbindungen zu dienen, deren 
molekulare Konstitution am meisten aufgeklärt ist. 
Umfangreicher und schwieriger ist die Aufgabe, welche 
das Problem der Atomstruktur in der gegenwärtigen Zeit dem 
Physiker stellt. Sie betrifft sowohl das Atominnere wie die 
Atomoberfläche, insonderheit hat sie die Deutung mannigfaltiger 
spektralanalytischer Eigenschaften der chemischen Atome zum 
Gegenstand. Ohne bestimmte Annahmen über die Anordnung 
von elektrischen Quanten und ihre wechselseitigen Kräfte läßt 
sich ein elementarer Vorgang am einzelnen Atom nicht eingehend 
beschreiben. Aus diesem Grunde wurden von verschiedenen 
Physikern Atommodelle ausgedacht und mit solchen Eigen- 
schaften begabt, daß sich aus ihnen diejenige Gesetzmäßigkeit 
gewinnen ließ, welche man theoretisch ableiten wollte. Ohne 
hier eine Kritik der bis jetzt vorgeschlagenen Atommodelle 
geben zu wollen, möchte ich auf die zwei Punkte hinweisen, 
in welchen sie wohl viele Physiker unbetriedigt lassen. Erstens 
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sind sie zumeist nur fiir die Gewinnung eines einzelnen Resul- 
tates, etwa zur Ableitung der Balmerschen Serienformel zu- 
rechtgemacht; von einem Atommodell, das befriedigen soll, 
müssen wir indes verlangen, daß es uns ungezwurgen alle bis jetzt 
experimentell aufgedeckten atomischen GesetzmiiBigkeiten liefert. 
Zweitens wurden in vielen hier in Betracht kommenden Ar- 
beiten dem für einen bestimmten Zweck gewählten Atommodell 
dynamische oder energetische Eigenschaften zugeschrieben, 
welche wenigstens für das einzelne Atom das Aufgeben grund- 
legender physikalischer Lehren von uns verlangen, nämlich die 
Verleugnung der Maxwellschen Theorie und der stetigen 
Energieänderung eines schwingenden Zentrums. 

Mit diesen Hinweisen möchte ich nun keineswegs behaupten, 
daß die von ihnen betroffenen theoretischen Abhandlungen ver- 
fehlt seien; ich wünsche sogar, daß die ihnen zugrunde lie- 
genden Voraussetzungen bis zum Ende durchgearbeitet und 
auf die Deutung aller atomischen Gesetzmäßigkeiten angewendet 
werden, die in der vorliegenden Mitteilung ins Licht gestellt 
werden. Gleichwohl scheint es mir an der Zeit zu sein, da- 
neben andere Wege zu suchen, welche zu dem Ziel der Er- 
kenntnis der Atomstruktur führen können. Freilich ist der 
Fortschritt auf dem Wege, den ich im folgenden einschlage, 
schwierig und langsam, ja ich muß mich zunächst darauf be- 
schränken, einen Ausgangspunkt und eine Richtung für das Vor- 
gehen zu gewinnen. Gleichwohl glaube ich, daß es Physiker 
geben wird, welche diese Art des Vorgehens, weil sie dem 
innersten Wesen des Naturerkennens entspricht, nicht für un- 
zulässig und nutzlos halten werden. Als Ausgangspunkt des 
theoretischen Abwägens wird nämlich überall die Erfahrung 
gewählt; es werden aus dem vorliegenden Beobachtungsmaterial 
Tatsachen und Gesetzmäßigkeiten herausgeschält, welche eine 
unmittelbare Wirkung der Atomstruktur zu sein scheinen. 
Dann wird versucht, aus diesen Tatsachen im einzelnen oder 
durch ihre Vereinigung Folgerungen über die sie bedingende 
Atomstruktur abzuleiten. Hierbei werden keine Hilfshypothesen 
eingeführt, es wird also sowohl die Newtonsche Dynamik, als 
auch die Maxwellsche Theorie als für das einzelne Atom 
giltig vorausgesetzt. So wird von der Quantenhypothese kein 
Gebrauch gemacht; wenn eine Folgerung nur mit Hilfe einer 
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besonderen Hypothese, welche nicht auf dieser dynamischen 
Grundlage steht, zu halten wäre, so wird sie als unzulässig ver- 
worfen. Freilich muß gleichwohl, um überhaupt in dieser Weise 
ein Vorgehen zu ermöglichen, eine Hypothese allgemeiner Natur 
den nachstehenden Erwägungen zugrunde gelegt werden. Es ist 
dies die Annahme, daß in den unten beschriebenen Vorgängen 
am einzelnen Atom die Verschiebungen des Schwerpunktes 
und der einzelnen Teile der positiven Ladung im Verhältnis 
zu denjenigen der negativen Elektronen vernachlässigt werden 
können. Es wird demnach der Versuch gemacht, die beschrie- 
benen Erscheinungen lediglich aus einer Bewegung von Elek- 
tronen zu erklären. Die Beachtung dieser Hypothese bringt 
uns allein eindringlich zum Bewußtsein, daß alle in der an- 
gegebenen Weise gewonnenen Folgerungen nur vorläufiger Natur 
sein können. Um überhaupt vorwärts zu kommen, müssen wir 
zunächst die einfachere Möglichkeit versuchen, daß die uns 
bis jetzt bekannten atomischen Erscheinungen ausschließlich 
mit Hilfe von negativen Elektronen sich deuten lassen. Erst 
wenn dieser Versuch mißlingt, werden gewisse Züge aus der 
Erfahrung als Äußerungen von Veränderungen an der positiven 
Ladung eines Atoms abzuscheiden sein, und vielleicht werden 
wir durch derartige Überlegungen zu Versuchen geführt, welche 
das tiefe Dunkel, das bis jetzt über der positiven Elektrizität 
liegt, etwas aufhellen. 

Die vorliegende Mitteilung beschränkt sich auf die Struktur 
des Wasserstoffatoms. Einmal wissen wir über die atomischen 
Eigenschaften dieses Elementes am meisten, sodann gehen wir 
wohl nicht fehl in der Annahme, daß seine Struktur am ein- 
fachsten ist. 

2. Ionisierung und chemische Bindung des Wasserstoffatoms. 
Das Vorkommen des negativen Elektrons mit dem Elementar- 
quantum elektrischer Ladung und mit einer bestimmten, ver- 
hältlich sehr kleinen Masse gilt heutzutage wohl allgemein als 
eine sichergestellte Tatsache. Ebenso ist durch die vielseitige 
Untersuchung der Kanalstrahlen außer jeden Zweifel gestellt, 
daß das Wasserstoffatom mit einem Elementarquantum posi- 
tiver Ladung als positives Atomion aufzutreten vermag. Auch 
herrscht wohl allgemeine Übereinstimmung {über Folgerungen, 
welche sich aus dem Zusammenhalt dieser zwei Tatsachen 
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ziehen lassen; es sind dies die Folgerungen, daß das neutrale 
Atom mindestens ein Elementarquantum positiver und ein 
Elementarquantum negativer Ladung in sich schließt, daß das 
letztere an die Masse eines negativeu Elektrons geknüpft ist, 
und daß zum mindesten ein negatives Elektron von dem Wasser- 
stoffatom sich abtrennen und danach wieder anlagern läßt. 

Nun sind bis jetzt nur einfach positiv geladene Wasser- 
stoffatomionen beobachtet worden. Man könnte versucht sein, 
daraus zu folgern, daß im neutralen Wasserstoffatom nur ein 
einziges Elektron vorkommt. Diese Folgerung wäre entschieden 
zu weitgehend. Denn es ist möglich, daß das Wasserstoffatom 
zwar nur ein einziges abtrennbares Elektron, außerdem aber 
noch eine Anzahl anderer Elektronen enthält, welche von ihm 
nicht abgetrennt werden könnten, ohne r'aß es als Individuum 
zu existieren aufhérte. So haben wir auch bei Elementen von 
größerem Atomgewicht, z. B. bei Stickstof, Sauerstoff und 
Argon bis jetzt keine positiven Atomionen von mehr als drei- 
facher Ladung feststellen können, von ihrem Atom also nicht 
mehr als drei Elektronen abtrennen können; und doch zweifelt 
wohl niemand, daß das Atom dieser Elemente mehr als drei 
Elektronen enthält. 

Nach der Feststellung des Vorkommens eines abtrennbaren 
Elektrons und eines positiven Quantums im neutralen Wasser- 
stoffatom erhebt sich die Frage ihrer wechselseitigen Lage. 
Liegt z. B. das abtrennbare Elektron im Mittelpunkt des po- 
sitiven Quantums, oder ist es diesem in einem gewissen Ab- 
stand gegenübergestellt? 

Auf diese Frage läßt sich zwar keine bindende, wohl aber eine 
wahrscheinliche Antwort durch eine Folgerung aus nachstehen- 
den Tatsachen finden. In den Wasserstoff-Kanalstrahlen treten 
neben positiven Atomionen (H*-Strahlen) auch negative Atom- 
ionen (H~-Strahlen) auf. Es besteht unter den Forschern auf 
diesem Gebiet Übereinstimmung darüber, daß ein H--Atomion 
aus einem neutralen Atom H-Atom und einem fremden an- 
gelagerten Elektron besteht. Die Kraft, welche dieses an das 
neutrale Atom bindet, kann nur elektrischer Natur sein. Es 
ist darum zu schließen, daß im neutralen H-Atom das abtrenn- 
bare Elektron so in bezug auf die positive Atomladung ge- 
lagert ist, daß an deren eine Seite ein fremdes Elektron näher 
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als das eigene Elektron herantreten kann. Dies ist dann mög- 
lich, wenn das eigene Elektron in einem gewissen Abstand der 
positiven Atomladung gegenübergestellt ist. Es läßt sich so fol- 
gern, daß im neutralen H-Atom das abtrennbare Elektron der 
positiven Atomladung exzentrisch gegenübersteht und so an 
der Atomoberfläche ein Feld von elektrischen Kraftlinien liefert, 
welche von dem punktförmigen, abtrennbaren Elektron anak 
der positiven Atomladung laufen. 

Diese Folgerung findet eine Stiitze in folgenden Tatsachen. 
Das Molekül des Wasserstoffgases von niedriger Temperatur 
ist zweiatomig; es können demnach einzelne neutrale H-Atome 
nicht zusammenstoßen, ohne ihre Oberfläche dauernd mit- 
einander zu verketten. Die wechselseitige chemische Bindung 
zweier H-Atome folgt zwanglos aus der vermuteten Oberflächen- 
struktur; es werden sich nämlich zwei H-Atome unter der 
Wirkung der elektrischen Kraftlinien an ihrer Oberfläche so 
in bezug aufeinander lagern, daß ein jedes H-Atom außer von 
seinem eigenen Oberflachenelektron noch von demjenigen des 
anderen Atoms einen Teil der elektrischen Kraftlinien an seine 
positive Ladung heranzieht. An der Oberfläche des H,-Mole- 
küls ist darum einem jedem Flächenstück an einer positiven 
Ladung ein Elektron näher gegenübergestellt, als an dem ein- 
zelnen H-Atom. Ein fremdes Elektron kann sich darum an ein 
H,-Molekül weniger gut anlagern, als an ein einzelnes H-Atom. 
So wird die Tatsache verständlich, daß in Wasserstoffkanal- 
strahlen neben H--Strahlen H-,-Strahlen bis jetzt noch nicht 
in merklichem Betrage beobachtet worden sind. Den gleichen 
Grund hat die Tatsache, daß die Oberflächen der H,-Moleküle 
nur so kleine Kräfte wechselseitig entwickeln, daß die zwischen- 
molekularen Stoßkräfte bis herab zu tiefer Temperatur ihre 
Verkettung im flüssigen Zustand hindern. 

In dem gleichen Sinne läßt sich die chemische Bindung 
des H-Atoms an ein Atom elektronegativer Elemente, z. B. an 
das Sauerstoffatom, deuten. Aus dem Auftreten zahlreicher 
O--Strahlen in Sauerstoff-Kanalstrahlen läßt sich folgern, dab 
das einzelne O-Atom leicht ein fremdes Elektron anlagert. 
Wenn also an der Oberfläche des H-Atoms ein Elektron dem 
positiven Atomrest in gewissem Abstand gegenübersteht, so 
wird es leicht von einem O-Atom an seine Oberfläche gebunden 
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werden können. Daß dies in der Tat der Fall ist, beweist 
das Vorkommen des H,O-Molekiils und der OH-Gruppe. 
Indem wir die. vorstehenden Folgerungen aus der Ioni- 
sierung und chemischen Bindung des Wasserstoffatoms ver- 
einigen, erscheint es als wahrscheinlich, daß dasjenige Elektron, 
welches vom H-Atom in der Ionisierung abgetrennt werden 
kann, identisch ist mit demjenigen Elektron, das zusammen mit 
dem positiven Atomrest die Valenzeigenschaften der Oberfläche 
des H-Atoms bedingt. Nennen wir das letzte, seiner chemi- 
schen Funktion wegen, Valenzelektron, so können wir das Re- 
sultat der obigen Folgerungen in den Satz zusammenfassen, daß 
an der Oberfliche des H-Atoms ein einziges abtrennbares 
Valenzelektron dem Atomrest, der mindestens ein positives 
Quantum enthält, in einem gewissen Abstand gegenübersteht. 
3. Verschiedene Wasserstoffspehtren und ihre Träger. — Nach 
dem Vorstehenden kann das Wasserstoffatom in verschiedenen 
Gleichgewichtszuständen auftreten, als neutrales Atom, als po- 
sitives Atomion, als negatives Atomion, als Bestandteil eines 
chemischen Moleküls, z. B. innerhalb des H,-Moleküls. Diese 
Tatsache legt die Vermutung nahe, daß die schwingungsfähigen, 
elektrisch geladenen Teile des Wasserstoffatoms in diesen ver- 
schiedenen Zuständen verschiedene Frequenzen besitzen, daß 
also die Spektren des H-Atoms in seinen verschiedenen Zu- 
ständen voneinander verschieden sind. Man kann sich darum 
die Aufgabe stellen, die verschiedenen Spektren jener Atom- 
zustände aufzusuchen. In umgekehrter Formulierung ist diese 
Aufgabe durch die geschichtliche Entwicklung der Spektral- 
analyse aufgeworfen worden. Schon vor Jahrzehnten hatte 
man nämlich mehrere Spektren des Wasserstoffs ohne Absicht 
aufgefunden, ihres verschiedenen Verhaltens wegen vermutet, 
daß sie verschiedene Träger besitzen und darum die Frage 
nach dem atomischen Zustand der Träger der beobachteten 
Spektren aufgeworfen. Und da man damals für Wasserstoff 
nur die Zustände des einzelnen neutralen Atoms und des neu- 
tralen zweiatomigen Moleküls kannte, so war man geneigt, 
wenigstens ein Spektrum, das Serienspektrum, dem neutralen 
H-Atom, ein anderes Spektrum, das Banden- oder Viellinien- 
spektram, dem neutralen H,-Molekül zuzueignen. Der Nach- 
weis des Vorkommens des H*-Atomions in leuchtendem Wasser- 
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stoff mußte indes diese Auffassung erschüttern und das Problem 
der Träger der Wasserstoffspektren neu aufwerfen. 

Mit Sicherheit sind bis jetzt drei Spektren des Wasser- 
stoffs festgestellt: 1. das Serienspektrum, welches die Linien 
der bekannten Balmerschen Serie im Sichtbaren umfaßt, 
2. das Viellinien- oder Bandenspektrum, welches im Sichtbaren, 
vor allem im Blau und Violett, zahlreiche, zum Teil scheinbar 
unregelmäßig, zum Teil bandenartig verteilte Linien besitzt, 
3. das Schumannsche Spektrum, welches aus sehr vielen 
Linien zwischen 1600 und 1000 Ä im äußersten Ultraviolett 
sich zusammensetzt. 

Zum Zweck der Ermittlung des Trägers eines Spektrums 
wird man in erster Linie versuchen, die Masse des Trägers zu 
bestimmen. Dies war für die Träger des Serien- und des 
Bandenspektrums möglich. Aus dem Kanalstrahlen-Doppler- 
effekt!) der H-Serienlinien ließ sich nämlich folgern, daß ihr 
Träger die Masse des Wasserstoffatoms (m = 1) besitzt, und 
aus der thermokinetischen Halbweite?) einiger Bandenlinien ließ 
sich derselbe Wert m = 1 für die Masse ihres Trägers be- 
rechnen. Zwei Möglichkeiten eröffneten sich nunmehr: ent- 
weder haben die zwei Spektren denselben Träger, oder das 
eine hat das positive Atomion, das andere das neutrale Atom 
als Träger. Zwischen den beiden Möglichkeiten entschied zu 
ungunsten der ersteren die Tatsache, daß in den Kanalstrahlen 
nur die H-Serienlinien, nicht die H-Bandenlinien den Doppler- 
effekt (bewegte Intensität) zeigen. Und nimmt man hierzu din 
weitere Tatsache, daß in den Wasserstoff-Kanalstrahlen das 
Auftreten bewegter, positiver H*-Atomionen mit Sicherheit 
nachgewiesen ist und fügt die auf eine eingehende Berechnung 
gegründete Folgerung hinzu, daß Strahlen neutraler H-Atome 
in den Kanalstrahlen bei höherem Druck nicht in merklicher 
Zahl vorkommen, so ergibt sich zum mindesten mit großer 
Wahrscheinlichkeit das Resultat, daß der Träger der Balmer- 
schen H-Serie das positive H*-Atomion, der Träger des blauen 
H-Bandenspektrums das neutrale H-Atom ist. 

Diese Folgerung sei hier nur skizziert, an einer früheren 


1) J. Stark, Ann. d: Phys. 21. p. 401. 1906. 
2) Ch. Fabry u. H. Buisson, Compt. rend. 154. p. 1500. 1912. 
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Stelle!) habe ich sie ausführlich begründet. Zu ihrer weiteren 
Befestigung seien noch nachstehende Tatsachen herangezogen. 

In der Wasserstoff-Sauerstoff-Flamme ist infolge der hohen 
Temperatur sowohl ein Teil der H,- wie der O,-Moleküle in 
einzelne Atome dissoziiert, es kommen in ihr also neutrale 
H-Atome in merklicher Zahl vor. Dagegen kann im Vergleich 
dazu die Zahl der positiven H*-Atomionen nur verschwindend 
gering sein, wie aus der geringen elektrischen Leitfähigkeit 
der reinen Knallgasflamme geschlossen werden kann. Wenn 
darum das neutrale H-Atom der Träger des H-Bandenspek- 
trums, das H*-Atomion der Träger der H-Serie ist, so dürfen 
wir erwarten, daß die Knallgasflamme wohl das H-Banden- 
spektrum infolge ihrer hohen Temperatur emittiert, jedoch nicht 
in verhältlich merklichem Betrage die H-Serie. Diese Er- 
wartung wird, wie A. Dufour?) gezeigt hat, in der Tat durch 
die Beobachtung erfüllt. 

Ein Versuch*), welcher andererseits auf den Träger der 
H-Serie ein Licht wirft, ist folgender. Durch eine mit zwei 
Elektroden versehene Röhre werde dauernd ein Strom von 
Wasserdampf von 0,5—1 mm Druck in der Weise geleitet, 
daß er unmittelbar an der Kathode in die Ribre tritt und 
von da durch diese an der Anode vorbei über Phosphorpent- 
oxyd hinweg zur Pumpe streicht. In der Röhre werde ein 
Glimmstrom von mäßiger Stärke unterhalten. Es verlaufen 
dann die von der Kathode kommenden Kathodenstrahlen dauernd 
in reinem Wasserdampf; sie bringen in der negativen Glimm- 
schicht durch ihren Stoß das Gas zum Leuchten. Das Inter- 
essante und Wichtige ist nun, daß die negative Glimmschicht 
in reinem Wasserdampf unter den angegebenen Bedingungen 
die H-Serie sehr intensiv, die H-Bandenlinien kaum merklich 
emittiert; in reinem H,-Gas dagegen emittiert die negative 
Glimmschicht die Bandenlinien fast ebenso intensiv, wie die 
Serienlinien. Die Deutung dieses Unterschiedes ist auf Grund 
unserer Folgerungen nicht schwer. Die Kathodenstrahlen ver- 
mögen durch ihren Stoß mehratomige Moleküle zu dissoziieren. 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 49. p. 179. 1916. 

2) A. Dufour, Ann. chim. et phys. 9. p. 408. 1906. 

8) Bereits vor 10 Jahren von mir angestellt, bis jetzt, wie ich finde, 
noch nicht von anderer Seite beschrieben. 
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Treffen sie auf ein H,-Molekül, so kommt der Fall, daß ledig- 
lich die zwei neutralen H-Atome, ein jedes zusammen mit 
seinem Valenzelektron voneinander getrennt werden, sehr häufig 
neben dem Fall vor, daß ein positives H-Atomion ınter Zu- 
rücklassung seines Elektrons am anderen H-Atom aus dem 
H,-Molekül abgetrennt wird. Da jedenfalls in vielen Fällen 
die Abtrennung des neutralen H-Atoms und des positiven 
H*-Atomions durch einen Kathodenstrahl unter Anregung in- 
nerer Schwingungen erfolgt, so muß, wie es die Beobachtung 
bestätigt, die negative Glimmschicht im H,-Gas sowohl das 
Spektrum des neutralen H-Atoms (Bandenspektrum), wie das- 
jenige des positiven Atomions (Serienspektrum) in vergleichbarer 
Intensität zur Emission bringen. Stößt indes ein Kathoden- 
strahl auf ein H,O-Molekül, so ist der Fall, daß aus der Bin- 
dung an das elektronegative O-Atom ein positives H*-Atomion 
durch den Stoß abgetrennt wird, sehr viel häufiger als der Fall, 
daß ein neutrales H-Atom zusammen mit seinem, von dem 
O-Atom beanspruchten Elektron abgetrennt wird, wie ja all- 
gemein elektrolytische Moleküle durch den Stoß von Kathoden- 
oder Kanalstrahlen vorzugsweise unter Bildung positiver Atom- 
ionen aus ihrem elektropositiven Radikal dissoziiert werden.') 
Darum ist zu verstehen, daß, wie die Beobachtung lehrt, die 
negative Glimmschicht im H,O-Gas das Spektrum des H*-Atom- 
ions sehr viel intensiver als dasjenige des neutralen H-Atoms 
liefert. 

Für die weiteren auf die Atomstruktur zielenden Folge- 
rungen, sind die vorstehenden Resultate über die Träger des 
Banden- und des Serienspektrums des Wasserstoffs allein wichtig. 
Immerhin mag es für manchen interessant und anregend sein, 
das in diesem Abschnitt aufgeworfene Problem restlos durch- 
zudenken. Fast von selbst erhebt sich die Frage nach dem 
Träger des Schumannschen Wasserstoffspektruias. Zwar 
liegen über dieses nicht so viele Erfahrungen wie über die 
zwei eben besprochenen Spektren vor. Immerhin aber läßt 
sich mit ziemlicher Sicherheit vermuten, daß jenes Spektrum 
das neutrale H,-Molekül als Träger hat. Es fällt nämlich in 
das Gebiet, in welchem H,-Gas bereits merkliche Absorption 


1) J. Stark, Verh. der D. Phys. Ges. 15. p. 809, 1913. 


| 
; 
| 
7 
N 
} 
} 
‘ | 
i 
4 
| ) 


64 J. Stark. 


zeigt; das Absorptionsspektrum des H,-Gases hat ja sicherlich 
das H,-Molekül als Träger; fällt darum jenes Schumannsche 
Emissionsspektrum mit diesem zusammen, so hat es denselben 
Träger. In dieser Vermutung werden wir durch die Beobach- 
tung bestärkt, daB das Schumannsche Wasserstoffspektrum 
schon bei kleiner Stromdichte in der positiven Säule zur Emission 
gebracht wird und im oszillatorischen Funken eher geschwächt, 
als verstärkt erscheint. Es genügen eben bereits die langsamen 
Kathodenstrahlen der positiven Säule bei niedriger Temperatur, 
um die Emission des H,-Moleküls durch ihren Stoß anzuregen. 
Das Schumannsche Spektrum wird, wie aus der Fluoreszenz 
oberflächlich reinen Glases um ein Kanalstrahlenbündel im 
H,-Gas zu schließen ist, auch durch den Stoß von Kanal- 
strahlen auf H,-Moleküle zur Emission gebracht. Wie auf 
Grund der früheren Darlegungen über die ruhende und be- 
wegte Intensität der Serien- und der Bandenlinien sich voraus- 
sagen läßt, werden die ultravioletten H,-Linien in den Kanal- 
strahlen wohl ruhende Intensität, aber keinen Dopplerefiekt 
zeigen. 

Was {ür ein Spektrum besitzt das negative H--Atomion, 
dessen Vorkommen die elektromagnetische Analyse der Kanal- 
strahlen ja erwiesen hat? Diese Frage wird sich aus folgendem 
Grunde wohl schwer beantworten lassen. Da einerseits die 
Zahl der H---Atomionen im Vergleich zu derjenigen der H*- 
Atomionen klein ist, und da das H~-Atomion durch. einen 
Stoß, der Lichtemission erregen könnte, leicht dissoziiert wird, 
so dürfte sein Spektrum zumeist nur eine unmerkliche Inten- 
sität gewinnen. 

Günstiger liegen die Verhältnisse für die Suche nach dem 
Spektrum des positiven H*,-Molekilions. Dieses kommt ja 
unter Umständen in verhältlich großer Zahl in den Wasserstoff- 
Kanalstrahlen vor. Wenn es auch leicht als H*,-Strahl in 
H*-Strahlen dissoziiert wird, so werden sich die Versuchs- 
bedingungen vielleicht doch so wählen lassen, daß an den Linien 
seines Spektrums neben der ruhenden Intensität ein Dopplereffekt 
sich nachweisen läßt. Ich vermute aus gewissen Gründen, daß 
ein Teil der roten und gelben Linien, welche bis jetzt zu dem 
Banden- oder Viellinienspektrum gerechnet werden, zum Spek- 
trum des H*,-Molekülions gehören. 
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ch Endlich haben wir auf Grund meiner Darlegungen!) über 
he das Spektrum des Quantenpaares, H*-Atomion-Elektron, das 
en in der Rückbildung zum neutralen H-Atom begriffen ist, zu 
h- erwarten, daß Wasserstoffgas auch ein kontinuierliches Spek- 
m trum besitz. Nun haben zwar A. Dufour?) als erster und 
N andere nach ihm im Ultraviolett unterhalb 2 3600 A. an 
it, Wasserstoff in Geißlerröhren ein kontinuierliches Spektrum be- 
nD obachtet, und so liegt die Versuchung nahe, in diesem das 
T, Spektrum jenes Quantenpaares zu erblicken, aber gleichwohl 
n. möchte ich eine solche Behauptung bis nach der eingehenden 
Untersuchung jenes Spektrums aufschieben. 
ms An diesen Hinweis auf die Méglichkeit eines Spektrums 
I. des Quantenpaares H*-Atomion-Elektron, das in der Rückbil- 
uf dung zum neutralen Atom begriffen ist, möchte ich Darlegungen 
ei knüpfen, welche noch einmal auf das Problem des Trägers der 
” H-Serie zurückgreifen. Bei der ersten Prüfung der Möglich- » 
. keiten für den Ursprung der Balmerschen Serie mag einem 
rt unter anderem auch folgender Gedanke kommen: Bei der Wieder- 
anlagerung des abgetrennten Elektrons an den positiven Atom- 
ly rest umkreist das Elektron planetenartig die positive Zentral- 
“ ladung und strahlt dabei, auf immer enger werdenden Bahnen 
’ sich ihr nähernd, infolge seiner Beschleunigung seine kinetische 
5 Energie aus; mit kleiner werdender Achse der Planetenbahn, 
: vielleicht proportional der Quadratwurzel aus dem reziproken 


Werte ihrer dritten Potenz, nimmt hierbei die Frequenz der 
ausgesandten Strahlung zu, so daß im Verlauf der Anlagerung 
erst Spektrallinien großer, danach solche immer kleiner werden- 
der Wellenlänge emittiert werden. Diesen naheliegenden Ge- 
danken, welchen ich früher unter Heranziehung der Quanten- 
hypothese zur Deutung des Ursprungs des Bandenspektrums 
heranzog, habe ich natürlich kürzlich wieder mehrfach erwogen, 
als ich aus dem Auftreten des Kanalstrahlen-Dopplereffektes 
bei den H-Serienlinien und seinem Fehlen bei den H-Banden- 
linien Folgerungen über die Träger dieser Linien zog. Auf 
Grund gewisser Erwägungen habe ich indes jenen Gedanken 
verworfen und ihn nicht einmal in die damalige Diskussion ge- 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 49. p. 191. 1916. 
2) A. Dufour, Ann. chim. et phys. 9. p. 401. 1906. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 50. 5 
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zogen. Nun habe ich unterdes die neue Erscheinung!) an 
Spektralserien aufgefunden, daß in ihn‘ n die Leuchtdauer der 
aufeinanderfolgenden Glieder mit steigender Nummer zunimmt. 
Man kann geneigt sein, in dieser Erscheinung eine Bestätigung 
jenes Gedankens iiber den Ursprung einer Serie zu erblicken, 
indem man die Zunahme der Leuchtdaver daraus erklärt, daß 
die elementare Emission längs einer Serie von dem einzelnen 
Linienträger zunächst in dem ersten Serienglied einen gewissen 
Betrag erreicht, dann erlischt und in dem zweiten Glied ein- 
setzt, hier erlischt, um in dem dritten zu beginnen und so die 
aufeinanderfolgenden Serienglieder zeitlich hintereinander durch- 
läuft. Ich gebe zu, daß diese Überlegung durch ihre Anschau- 
lichkeit auf Grund der von mir aufgefundenen Erscheinung be- 
stechend ist und jenen Gedanken über den Ursprung der H-Serie 
aus der Umlagerung eines Quantenpaares („Quantenpaarhypo- 
these“) zu begründen scheint. Ich gebe ferner zu, daß diese 
Hypothese verträglich ist mit den Beobachtungen über den 
Kanalstrahlen-Dopplereffekt (man könnte nämlich aus ihnen als 
Träger der Serie das Quantenpaar, als Träger der Bandenlinien 
das neutrale Atom folgern). Gleichwohl komme ich nach er- 
neuter reiflicher Überlegung aus folgenden Gründen zu dem 
Schluß, die Quantenpaarhypothese über den Serienursprung zu 
verwerfen. Erstens würde nach der üblichen Dynamik zu erwarten 
sein, daß die Aufeinanderfolge der Frequenzen, welche das 
Elektron bei der Anlagerungsumkreisung des positiven Zentrums, 
Licht emittierend, durchläuft, kontinuierlich ist, während in 
Wirklichkeit entlang der Serie die Frequenz diskontinuierlich 
springt. Zur Rettung der Quantenpaa:hypothese müßte also 
eine neue Hypothese eingeführt werden, welche die Strahlung 
des Elektrons auf eine Reihe ausgezeichaeter Frequenzen be- 
schränkt. Zweitens wäre zu erwarten, daß die Zerlegungen 
der aufeinanderfolgenden Serienfrequenzen durch das elektrische 
Feld?) hinsichtlich der Zahl der Komponenten übereinstimmen, 
weil doch die Formen und Kraftparameterverhältnisse der auf- 
einanderfolgenden Umkreisungsbahnen einander ähnlich sind; 
in Wirklichkeit sind bei der H-Serie und allgemein bei jeder 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 49. p. 731. 1916. 
2) Vgl. J. Stark, Elektrische Spektralanelyse chemischer Atome, 
S. Hirzel, Leipzig 1914. 
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ersten Nebenserie die elektrischen Zerlegungen der aufeinander- 
folgenden Serienglieder einander unähnlich, insofern die Kom- 
ponentenzahl mit steigender Gliednummer zunimmt. Zudem 
sollte man wenigstens auf Grund der bewährten Dynamik er- 
warten, daß der Abstand der Komponenten bei der Zerlegung 
durch das elektrische Feld mit abnehmender Wellenlänge 
entlang der Serie abnimmt?); in Wirklichkeit nimmt er mit ab- 
nehmender Wellenlänge (steigender Gliednummer) zu. Endlich 
sei erwähnt, daß die Quantenpaarhypothese für sich allein nicht 
erklären würde, warum die der H-Serie entsprechenden Serien 
anderer Elemente nicht die gleiche spektrale Lage haben. 

Zum Schlusse dieses Abschnittes über die Träger der ver- 
schiedenen Wasserstofispektren sei auf die Bedeutung hin- 
gewiesen, welche von einem jeden Atommodell und einer auf 
es gegründeten Theorie der H-Serie dem Vorkommen mehrerer 
Wasserstoffspektren beigemessen werden muß. Will eine Theorie 
die von mir gezogene Folgerung über die Träger der Serien- 
und der Bandenlinien (H*-Atomion bzw. neutrales H-Atom) 
ablehnen, weil sie ihren Voraussetzungen widerspricht, so bleibt 
doch die Tatsache in unverminderter Schwierigkeit für manche 
Theorie bestehen, daß sowohl der Träger des Serien- wie der- 
jenige des Bandenspektrums die Masse m=1 hat. Und so- 
lange eine Theorie, welche die Dynamik eines bestimmten Atom- 
modells zum Gegenstand hat, nicht zwanglos die verschiedenen 
Wasserstoffspektren liefert, ist sie im günstigsten Falle unvoll- 
ständig. 

4. Zahl und Anordnung der Elektronen im H*-Atomion. — 
Die Lorentzsche Theorie des normalen Zeemaneffektes gibt 
alle Einzelheiten von diesem qualitativ und quantitativ in Über- 
einstimmung mit der Beobachtung wieder. Wir besitzen keine 
andere Theorie, welche unter so einfachen Voraussetzungen 
ohne Hilfshypothesen das gleiche wie die Lorentzsche Theorie 
leistet. Wenn darum auf das Zusammenarbeiten von Theorie 
und Erfahrung überhaupt noch Wert gelegt werden soll, so 
können wir nicht umhin, die Folgerungen anzuerkennen, welche 
sich mit Hilfe jener Theorie aus dem normalen Zeemaneffekt 
von Spektrallinien ableiten lassen. Es sind dies die Folge- 


1) Vgl. K. Schwarzschild, Verh. d. D. Phys. Ges. 16. p. 20. 1914. 
5* 
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rungen, daß die Emissionszentren solcher Spektrallinien negative 
Elektronen und durch quasielastische Kräfte an Gleichgewichts- 
lagen in ihrem Träger gebunden sind. Wie F. Croze!) fest- 
gestellt hat, zeigen nun die H-Serienlinien den normalen 
Zeemaneffekt. So haben wir zu folgern, daß in ihrem Träger, 
dem H*-Atomion, als ihre Zentren negative Elektronen vor- 
kommen, die durch quasielastische Kräfte an Gleichgewichts- 
lagen gebunden sind. 

Die nächste Frage ist nun, wieviel Elektronen im einzelnen 
H*-Atomion als Zentren der Serienlinien anzunehmen sind. 
Wenn wir die positive Ladung des H-Atoms bei der Emission 
von Spektrallinien im sichtbaren Spektrum als ruhend voraus- 
setzen und keine mysteriösen neuen Hypothesen etwa über 
verschiedene Gleichgewichtslagen eines einzigen Elektrons gegen- 
über der positiven Atomladung einführen wollen, so müssen 
wir allein schon aus der Emission zahlreicher Serienlinien von 
Seite des H*-Atomions folgern, daß in ihm mehr Elektronen als 
ein einziges vorkommen. Denn unter den gemachten Voraus- 
setzungen wäre von einem einzigen, quasielastisch isotrop ge- 
bundenen Elektron zu erwarten, daß es nur eine einzige Fre- 
quenz besitzt, die durch ein Magnetfeld in drei Komponenten 
zerlegt wird. Kommen dagegen mehrere Elektronen in bestimm- 
ter wechselseitiger Koppelung, so im Verband des H*-Atomions 
vor, dann liefern sie, wie C. W. Oseen*) neuerdings dargelegt 
hat, eine unbegrenzte Reihe von Frequenzen. 

Eine zweite Tatsache, welche zu der gleichen Volgutane 
führt, ist die Erscheinung, daß eine jede H-Serienlinie durch 
ein elektrisches Feld in mehr Komponenten als drei zerlegt 
wird. So konnte ich sogar bei H,, das die wenigsten Kompo- 
nenten im elektrischen Feld zeigt, 6 p- und 3 s-Komponenten 
uachweisen. Ich habe bereits an anderer Stelle?) ausführlich 
dargelegt, wie sich aus jener Tatsache folgern läßt, daß an 
der Emission einer einzelnen Serienlinie im einzelnen Linien- 
‚träger mehrere gleichartig gebundene Elektronen beteiligt sind, 
deren Frequenzen im normalen Zustand des Trägers zusammen- 


1) F. Croze, Compt. rend. 157. p. 1061. 1913. 

2) C. W. Oseen, Ann. d. Phys. 48, p. 1. 1916. 

8) J. Stark, Zerlegung von Serienlinien und Elektronenzahl im 
Atom. Elster-Geitel-Festschrift 1915. 
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fallen, unter dem Zwang eines äußeren elektrischen Feldes 
auf den Träger jedoch zum Teil voneinander verschieden werden. 
Auch die von A. Garbasso!) untersuchte, gleichzeitige magne- 
tische und elektrische Zerlegung von H, ist nicht auf Grund 
der Annahme eines einzigen Elektrons im Linienträger zu ver- 
stehen, führt vielmehr ebenfalls zur Folgerung, daß mehrere 
Elektronen die Zentren von H, im einzelnen Träger sind. 

Wir werden gleich noch eine Erscheinung betrachten, aus 
welcher sich noch unmittelbarer folgern läßt, daß im H*-Atomion 
mehrere Elektronen als Zentren der Serienlinien vorkommen. 
Zuvor sei indes bereits die Frage nach der wechselseitigen An- 
ordnung dieser Elektronen im H*-Atomion aufgeworfen. Daraus, 
daß die Elektron-Frequenzen, welche im normalen Träger zu- 
sammenfallen, durch ein äußeres elektrisches Feld in ein System 
von p- und s-Komponenten symmetrisch zur normalen Frequenz 
zerlegt werden, läßt sich schließen, daß die beteiligten Elek- 
tronen in geometrischer Hinsicht eine übereinstimmende Lage 
in bezug auf ein Trägerzentrum und in bezug aufeinander, 
und darum gleiche Kraftparameter besitzen. Wir haben dem- 
nach anzunehmen, daß im H*-Atomion diejenigen Elektronen, 
welche die Zentren der Serienlinien sind, auf einem Kreise 
oder auf einer Kugelfläche gleichentfernt voneinander ver- 
teilt sind. 

So sehr wir nun auch nach einem tiefen Einblick in die 
Struktur des H*-Atomions verlangen mögen, so können wir doch 
die vorstehende Folgerung als zu weitgehend empfinden und, 
bevor wir ihr zustimmen, verlangen, daß sie noch in einer 
anderen Erscheinung eine Stütze finde. Hierzu kann nun in 
der Tat eine, wie mir scheint, sehr wichtige Beobachtung an 
dem Effekt des elektrischen Feldes auf die H-Serienlinien 
dienen. Wie nämlich unabhängig von H. Wilsar?), mir und 
H. Kirschbaum?) festgestellt worden ist, kehrt sich der Unter- 
schied der Intensitäten der lang- und kurzwelligen elektrischen 
Komponenten um, wenn in der von mir angegebenen Versuchs- 
anordnung die Richtung des elektrischen Feldes umgekehrt 
wird; und zwar sind die langwelligen Komponenten intensiver, 


1) A. Garbasso, Phys. Zeitschr. 15. p. 729. 1914. 
2) H. Wilsar, Gött. Nachr. 1914. 
8) J. Stark u. H. Kirschbaum, Ann. d. Phys. 43. p. 991. 1914. 
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als die kurzwelligen, wenn das elektrische Feld dieselbe Rich- 
tung wie die H-Kanalstrahlen hat; dagegen sind die kurz- 
welligen Komponenten intensiver, wenn das elektrische Feld 
der Geschwindigkeit der Kanalstrahlen entgegengesetzt ist. 
Wie ich bereits an früherer Stelle darlegte, hat man bei der 
Deutung dieser Erscheinung zu beachten, daß der größere Teil 
der Intensität der H-Serienlinien unter den angenommenen Ver- 
suchsbedingungen von bewegten Trägern emittiert wird; auch 
tut man gut, sich daran!) zu erinnern, daß ein Teil dieser be- 
wegten Intensität in der Weise polarisiert ist, daß die elek- 
trischen Schwingungen, welche parallel der Achse der Kanal- 
strahlengeschwindigkeit sind, eine etwas größere Amplitude, als 
die senkrecht dazu stehenden haben. Die einzige Deutung, 
welche bis jetzt von dieser Erscheinung gegeben wurde, folgert, 
daß die Elektronen im bewegten Linienträger überwiegend 
parallel der Achse der Kanalstrahlengeschwindigkeit durch die 
Stöße auf verhältlich ruhende Gasmoleküle beschleunigt werden, 
und daß diejenigen Elektronen, welche auf der in die Geschwin- 
digkeitsrichtung schauenden Seite des bewegten H*-Atomions 
sitzen, durch die Stöße auf die im Wege liegenden Moleküle 
stärker beschleunigt werden, als die auf der abgewandten Seite 
sitzenden Elektronen. Erhalten dann die auf den zwei Seiten 
des bewegten Linienträgers sitzenden Elektronen durch die 
Einwirkung des äußeren elektrischen Feldes verschiedene Fre- 
quenzen, so wird die Intensität der Frequenz der Elektronen, 
welche auf der in die Geschwindigkeitsrichtung schauenden 
Seite sitzen, etwas größer sein, als die Intensität der auf der 
entgegengesetzten Seite sitzenden Elektronen. Und so ergibt 
sich auch aus diesen Erscheinungen die Folgerung, daß das 
H*-Atomion mehrere Elektronen besitzt, welche um seinen 
Mittelpunkt symmetrisch verteilt sind. 

Gleich hier sei aus der beschriebenen Intensitätsdissymmetrie 
im Effekt des elektrischen Feldes auf H-Serienlinien noch eine 
weitere Folgerung gezogen, welche die Geschwindigkeit der 
Serienelektronen betrifft. Wie wohl ohne weiteres auf Grund 
der vorstehenden Darlegungen klar ist, könnte die beschriebene 


1) J. Stark, Verh. d. D. Phys. Ges. $. p. 104. 1908; J. Stark 
und H. Lunelund, Ann. d. Phys. 46. p. 68. 1915. 
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Intensitätsdissymmetrie nicht auftreten, wenn die Serienelek 
tronen im H*-Atomion um eine senkrecht zur Achse des 
äußeren Feldes stehenden Achse eine Drehge schwindigkeit be- 
sitzen würden, welche eine Umlaufzeit liefern würde, die kleiner 
als etwa das Hundertfache der Periode der Serienlinie ist. 
Setzen wir den Radius eines Kreises, auf welchem im H*- 
Atomion Serienelektronen sitzen, gleich 1-10~* cm, und legen 
wir der Rechnung die Periode von H, (2,2 - 107! sec) zugrunde, 
so kann gemäß der vorstehenden Überlegung die Bahngeschwin- 
digkeit der Serienelektronen unter den angenommenen Ver- 
suchsbedingungen nicht größer als 3-10° cm sec”! sein. 

5. Anordnung der Elektronen im neutralen H-Atom. — Wenn 
im Vorstehenden aus mehreren Tatsachen gefolgert wurde, daß im 
H*-Atomion mehrere gleichartig gebundene Elektronen als Zen- 
tren der Serienlinien vorkommen, so soll damit nicht gesagt 
sein, daß außer den Elektronen dieser Art nicht noch andere im 
H*-Atomion enthalten sind. Da das H*-Atomion aus dem 
neutralen H-Atom durch Abtrennung eines Elektrons gebildet 
wird, so enthält dieses außer dem System der Serienelektronen 
des H*-Atomions noch ein weiteres Elektron. Mit dieser Fest- 
stellung erhebt sich sofort die Frage, ob das abtrennbare 
Elektron des neutralen H-Atoms in diesem dieselbe Bindung 
wie die Serienelektronen besitzt, oder ob es gegenüber dem 
System der Serienelektronen eine von diesen verschiedene, aus- 
gezeichnete Lage in der Atomstruktur einnimmt, 

Würde das abgetrennte Elektron bei seiner Wiederan- 
lagerung an das H*-Atomion in dem System der Serienelek- 
tronen einen solchen Platz in deren symmetrischer Verteilung 
um ein Atomzentrum einnehmen, daß es nicht mehr von einem 
Serienelektron unterschieden werden könnte, so wäre zu er- 
warten, daß das um ein Elektron bereicherte System der Serien- 
elektronen im neutralen H-Atom ebenso, wie das ihm geo- 
metrisch ähnliche System im H*-Atom als Spektrum eine 
Spektralserie liefert. In Wirklichkeit ist das Spektrum des neu- 
tralen H-Atoms, das blaue H-Bandenspektrum, hinsichtlich der 
Verteilung der Frequenzen prinzipiell verschieden von dem 
Spektrum des H*-Atomions, der Balmerschen Linienserie. 
Hieraus können wir folgern, daß das abtrennbare Elektron des 


H-Atoms nicht dem System der Serienelektronen des H*-Atoms . 
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angehört, sondern außerhalb dieses Systems eine ausgezeich- 
nete Lage in der Atomstruktur einnimmt. 

Diese Folgerung wird gestützt durch die Tatsache, daß 
das elektrische Feld an den H-Bandenlinien keine symmetrische 
Zerlegung wie bei den Serienlinien hervorbringt und bei ihnen, 
soweit seine Einwirkung überhaupt merklich ist, eine beträcht- 
lich kleinere Frequenzänderung bewirkt. Aus diesem Unterschied 
im Effekt des elektrischen Feldes auf H-Banden-'!) und H- 
Serienlinien kann man schließen, daß das abtrennbare Elektron 
des neutralen H-Atoms dem positiven Atomrest, welcher das 
System der Serienelektronen enthält, in einem gewissen Ab- 
stand exzentrisch gegenübergestellt ist. Ist dies der Fall, dann 
befindet sich der Atomrest, das positive Atomion, in dem in- 
homogenen elektrischen Feld des angelagerten, abtrennbaren 
Elektrons, und es ist dann zu verstehen, daß das System der 
Serienelektronen durch dieses inhomogene Elektronfeld in ähn- 
licher Weise wie durch ein endliches homogenes Feld so be- 
einflußt wird, daß die Frequenzen verschiedener Elektronen 
nicht mehr zusammenfallen, daß vielmehr darum verschiedene 
Kraftparameter in dem System der Koppelung der Serien- 
elektronen eine große Zahl scheinbar unregelmäßig im Spek- 
trum verteilter Frequenzen zur Folge haben. Die Zerlegung 
der Frequenzen des Systems der Serienelektronen durch das 
elektrische Feld des angelagerten Elektrons erfolgt nicht bloß 
deswegen anders als die Zerlegung durch ein endliches Feld, 
weil dieses homogen, jenes inhomogen im Raum des Systems 
der Serienelektronen ist, sondern zudem darf das Elektronfeld 
nicht wie das endliche als zeitlich konstant betrachtet werden. 
Vielmehr ist ja das angelagerte Elektron im neutralen H-Atom 
selber Schwingungen in bezug auf den Atomrest fähig; es ist 
also mit den Serienelektronen im positiven Atomrest gekoppelt, 
wenn auch seine Kraftparameter und die Art seiner Koppelung 
von dem Falle der Serienelektronen verschieden sind. 

Gemäß den vorstehenden Erwägungen haben wir rein aus 
spektralanalytischen Tatsachen die gleiche Folgerung über die 
Oberflächenstruktur des neutralen Atoms gewonnen, wie aus 


1) Vgl. J. Stark, Elektrische Spektralanalyse chemischer Atome, 
S. Hirzel, Leipzig 1914. 
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den Tatsachen der Ionisierung und der chemischen Bindung 
des H-Atoms, nämlich die Folgerung, daß ein ausgezeichnetes, 
abtrennbares Elektron (Valenzelektron) dem positiv geladenen 
Atomrest gegenübersteht. Nur ist unterdes auf Grund spektral- 
analytischer Tatsachen unsere Kenntnis von dem positiven 
Atomrest erweitert worden, insofern wir in ihm ein System 
mehrerer Elektronen anzunehmen haben, der Serienelektronen, 
welche im H*-Atomion symmetrisch um ein Zentrum ange- 
ordnet sind, 

Die Folgerung, daß das H-Atom außer einem Valenz- 
elektron eine Anzahl von Serienelektronen im positiven Atomrest 
enthält, mag manchem Autor unbequem oder überraschend sein, 
insofern er durch eigene Veröffentlichungen oder durch die 
Lektüre an die Behauptung sich gewöhnt hat, daß die Zahl 
der Elektronen in einem Atom gleich ist der Zahl für sein 
relatives Atomgewicht. Ich möchte mich darum nicht bloß 
darauf beschränken, die von mir gezogene Folgerung zu be- 
gründen, sondern es dürfte sich auch empfehlen, die Begrün- 
dung jener Behauptung einmal näher zu besehen. Zunächst 
muß man es erstaunlich finden, daß jene Behauptung über 
einen so grundlegenden Gegenstand in zahlreichen Abhand- 
lungen scheinbar als etwas selbstverständliches, ohne einen Hin- 
weis auf ihre Begründung, verwertet wird. Es scheinen 
die Anhänger jener Behauptung in einer Theorie J. J. Thom- 
sons über die Zerstreuung der Röntgenstrahlen eine ausrei- 
chende Begründung zu erblicken. Diese Theorie!) benützt 
Messungen, welche Barkla über die Zerstreuung von Röntgen- 
strahlen in Luft angestellt hat. Man muß zunächst beachten, 
wie außerordentlich schmal und dazu wie unsicher der experi- 
mentelle Grund ist, auf welchem Thomson seine Theorie auf- 
baut. Barkla?) hat nämlich im Falle der Luft den Bruchteil 
der primären Strahlen experimentell ermittelt, welchen 1 cm? 
Luft zerstreut; er gibt eine einzige Messung und betont selber 
die Schwierigkeit genauer Beobachtungen. Außer dieser einen 
Zahl Barklas benutzt Thomson noch das Resultat der Be- 
obachtung, daß bei einer Reihe von Gasen, welche die Ele- 
mente H, He, C, N, O oder S enthalten, die Intensität der 


eee J. Thomson, Phil. Mag. 11. p. 769. 1906. 
2) Ch. Barkla, Jahrb. d. Rad. u. El. 5. p. 246. 1908. 
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Sekundärstrahlung proportional dem Molekulargewicht ist. 
Nachdem er auf Grund seiner Theorie aus der Barklaschen 
Zahl für Luft als Zahl der Elektronen im Luftmolekül den 
Wert 25 gefunden hat, schließt er gemäß jener Proportionalität, 
daß allgemein die Zahl der Elektronen in dem Atom eines 
Elements identisch mit der Zahl des relativen Atomgewichts 
sei. Indes weist demgegenüber Barkla darauf hin, daß jene 
Proportionalität nicht einmal bei den leichten Elementen all- 
gemein gilt, noch weniger bei den schweren. Schon im Falle 
des Wasserstoffs ist die Intensität der zerstreuten Röntgen- 
strahlen im Vergleich zu Luft mehr als 2mal größer, als dem 
Verhältnis der Molekulargewichte entspricht. 

Die experimentelle Begründung ‘ler in Rede stehenden Be- 
hauptung ist demnach nicht derartig, daß man zu dieser Ver- 
trauen haben könnte. Das gleiche gilt für die Theorie selbst. 
Am bedenklichsten von deren Voraussetzungen ist die Annahme, 
daß die in einem Atom enthaltenen Elektronen einzeln, ohne 
ein georduetes Zusammenwirken die über sie hinwegziehende 
Röntgenstrahlung zerstreuen, daß es also »gleichgültig ist, ob 
die Elektronen ganz unregelmäßig im Gasvolumen verteilt, oder 
ob sie in den Atomen in einer festen Anordnung und Zahl in Ab- 
ständen miteinander gekoppelt sind, die nicht groß im Verhältnis 
zur Wellenlänge der Röntgenstrahlen sind. Außer der Inter- 
ferenz der von verschiedenen Atomzentren kommenden Röntgen- 
wellen muß von einer strengen Theorie die wechselseitige Ein- 
wirkung benachbarter Elektronen im einzelnen Atom berück- 
sichtigt werden. Denn wenn von der gleichartigen Elektronen 
eines Atoms eines aus der einfallenden Welle Energie an sich 
zieht und zerstreuend weiterstrahlt, dann gilt dies auch für die 
benachbarten Elektronen und es kann die Beschleunigung des 
einzelnen Elektrons nicht mehr allein aus der einfallenden Feld- 
stärke berechnet werden; sondern es müssen bei den im Ver- 
hältnis zur Wellenlänge nicht großen Elektronenabständen auch 
die Feldstärken in Rechnung gesetzt werden, welche von den 
benachbarten Elektronen infolge ihrer Beschleunigung am Orte 
eines jegen einzelnen Elektrons hervorgebracht werden. Bei 
dieser Sachlage können wir der Thomsonschen Theorie der 
Zerstreuung der Röntgenstrahlung keine Beweiskraft zuerkennen, 
und noch weniger kann die mit ihrer Hilfe aus beschränkten und 
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ungenauen Messungen gezogene Folgerung auch nur im ge- 
ringsten bindend sein. 

In der Abhandlung, in welcher Thomson die Elektronen- 
zahl eines Atoms aus der Zerstreuung der Réntgenstrahlen zu 
ermitteln sucht, gibt er noch zwei weitere Methoden an, welche 
das gleiche Resultat ergeben soilen. Wie es scheint, hat man 
allgemein diese zwei anderen Methoden nicht als beweiskräftig 
anerkannt. Immerhin sei hier kurz auf die Kernpunkte ihrer 
Schwächen hingewiesen. Thomson glaubt, aus den Messungen 
der Dispersion im sichtbaren und ultravioletten Spektrum auf 
die Zahl sämtlicher Elektronen in einem Atom schließen zu 
können. Nach dem Grundgedanken einer jeden Dispersions- 
theorie lassen indes solche Messungen, wenn überhaupt, nur 
diejenigen Elektronen eines Atoms theoretisch zählen, deren 
Eigenfrequenzen im benachbarten ‘Ultraviolett liegen; außer 
diesen Elektronen mag das Atom noch viele andere Elektronen 
enthalten, die eine sehr viel größere Frequenz haben und 
darum keinen Beitrag zur Dispersion im sichtbaren Spektrum 
liefern. 

Sodann glaubt Thomson, auf Grund einer Theorie die 
Elektronen in einem Atom an der Hand der Zerstreuung der 
Kathodenstrahlen zählen zu können. Indes sind auch die Vor- 
aussetzungen dieser Theorie soweit von der Wirklichkeit ent- 
fernt, daß man die aus ihr gezogene Folgerung nicht als bin- 
dend erachten kann. Es wird nämlich wieder die Koppelung 
der Elektronen in einem Atom und zudem die bis jetzt voll- 
kommen ungeklärte, aber kaum nebensächliche Bedeutung der 
positiven Atomladungen für die Zerstreuung von außen kom- 
mender Kathodenstrahlen vernachlässigt. 

6. Geschwindigkeit der Elektronen im H-Atom. — In einer 
Anzahl von Abhandlungen über Eigenschaften eines Modells für 
das H-Atom wird angenommen, daß ein einzelnes Elektron mit 
einer Geschwindigkeit-von mehr als 1-108 cm + sec”! ein po- 
sitives Zentrum dauernd chne Ausstrahlung umkreist. Eine 
solche Annahme ist nun freilich hinsichtlich des Ausschlusses 
einer Strahlung trotz dauernder Beschleunigung eines einzelnen 
Elektrons unvereinbar mit der Maxwellschen Theorie. Indem 
ich auf eine ebenso interessante wie wichtige Kritik verweise, 
welcher diese Seite der Abhandlungen über ein modernes Wasser- 
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stoffatom-Modell von C.. W. Oseen') unterworfen worden ist, 
möchte ich von einem Eingehen auf jene Annahme absehen, 
vielmehr mich auf den Versuch beschränken, aus Tatsachen 
Folgerungen über die Geschwindigkeit der Serienelektronen und 
des Valeı zelektrons des Wasserstoffs zu gewinnen. 

Im Abschnitt 4 wurde aus dem Unterschied der Intensi- 
täten der lang- und kurzwelligen Komponenten von H-Serien- 
linien im Effekt des elektrischen Feldes bereits gefolgert, daß 
die Geschwindigkeit der Serienelektronen des H*-Atomions auf 
einer zyklischen Bahn im Atominnern, wenn sie überhaupt in 
einer solchen inneratomischen Bewegung begriffen sind, kleiner 
als 3. 105 cm sec”! sein muß. 

An anderer Stelle?) habe ich gezeigt, daß aus der Tat- 
sache der von W. Wien‘) entdeckten Zerlegung der H-Serien- 
linien durch die Kraft [ev §] und aus der Tatsache der Schärfe 
der Komponenten der Serienlinien im Zeemaneffekt folgt, 
daß die inneratomische Geschwindigkeit der Serienelektronen 
kleiner als 2. 105 cm - sec? ist. 

Eine dritte Überlegung zur Ermittelung einer oberen Grenze 
für eine etwaige inneratomische Geschwindigkeit der Serien- 
elektronen besteht in Folgendem. Das Auftreten des Doppler- 
effektes bei Kanalstrahlen beweist, daß das Dopplersche 
Prinzip für die Schwingungszentren von Serienlinien gültig ist; 
das gleiche lehrt der Nachweis der thermokinetischen Ver- 
breiterung von Serienlinien. Wenn nun das Dopplersche 
Prinzip für eine geradlinige Bahn jener Schwingungszentren 
gilt, so ist kein Grund einzusehen, warum es nicht auch für 
krummlinige Bahnen gelten soll. Würden darum die Serien- 
elektronen im H*-Atomion in dessen Innern auf geschlossenen 
Bahnen mit einer gewissen Geschwindigkeit kreisen, so müßten 
die von ihnen emittierten Linien in der gleichen Weise, wie 
ich dies für den Fall einer thermischen Drehbewegung der 
Linienträger diskutiert‘) habe, verbreitert werden. Nun läßt 
sich die Verbreiterung der H-Serien- und H-Bandenlinien bei 


1) C. W. Oseen, Phys. Zeitschr. 16. p. 395. 1916, 

2) J. Stark, Phys. Zeitschr. 15. p. 265. 1914. 

3) W. Wien, Berl. Akad. Ber. 48. p. 70. 1914. 

4) J. Stark, Bericht über die Verbreiterung von Spektrallinien. 
Jahrb. d. Rad, u. El. 12. p. 349. 1915. 
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niedrigem Gasdruck und kleiner Ionendichte restlos aus der 
thermischen Schubbewegung (Translation) der Linienträger er- 
klären. Hieraus folgt, daß eine etwaige inneratomische Ge- 
schwindigkeit der H-Serienelektronen. klein im Verhältnis zur 
mittleren thermischen Geschwindigkeit (2-105 cm - secT!), also 
etwa kleiner als 2 - 10% cm - sec”! sein muß. 

Mit dieser Folgerung über eine obere Grenze für die Ge- 
schwindigkeit der H-Serienelektronen soll natürlich nicht be- 
hauptet werden, daß überhaupt keine Elektronen mit einer 
größeren Geschwindigkeit im Atominnern vorkommen. Dies 
ist wohl möglich; freilich kennen wir bis jetzt keine Tatsachen, 
welche uns auf das Vorkommen solcher Elektronen im H-Atom 
schließen ließen. Was das Valenzelektron am neutralen H-Atom 
betrifft, so können wir auf eine obere Grenze für seine Ge- 
schwindigkeit nicht aus der Schärfe der H-Bandenlinien schlie- 
Ben, weil wir nicht wissen, für welche von diesen das Valenz- 
elektron als unmittelbares Emissionszentrum anzusprechen ist. 
Iudes können wir aus einer andern Erscheinung folgern, daß 
wohl allgemein die Valenzelektronen der chemischen Atome 
nicht in einer zyklischen Bewegung auf Grund der Konstitution 
des Atoms begriffen sind. Wer die Gültigkeit der Maxwell- 
schen Theorie auch für das Atom anerkennt, muß eine solche 
Bewegung ja von vornherein ablehnen, weil sie der Ausstrah- 
lung wegen nicht dauernd bestehen könnte. Ganz hiervon ab- 
gesehen, wissen wir indes, daß das Valenzelektron des Hg- und 
J-Atoms, welches im Gaszustand dieser Elemente zweifellos 
das Zentrum ihrer Fluoreszenz ist, seine lichtschwingende Ge- 
schwindigkeit durch die zwischenmolekularen Zusammenstöße 
einbiBt. Wie nämlich feststeht, wird die Intensität ihrer 
Fluoreszenz!) durch Beimischung von anderen Gasen herab- 
gesetzt. Und die Tatsache der Absorption von Licht durch 
Valenzelektronen im sichtbaren und ultravioletten Spektrum 
unter Wärmeentwicklung läßt sich kaum anders deuten, als 
daß die Valenzelektronen die Geschwindigkeit, welche sie durch 
Resonanz auf Lichtwellen gewinnen, durch die zwischenmole- 
kularen Zusammenstöße wieder verlieren. Was in dieser Hin- 
sicht für die lichtschwingende Geschwindigkeit der Valenzelek- 

1) Literatur: J. Stark u. P. Lipp, Zeitschr. f. phys. Chem. 86. 
p. 86. 1918. 
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tronen gilt, das würde auch für eine etwaige inneratomische Ge- 
schwindigkeit derselben gelten; diese müßte durch die zwischen- 
molekularen Zusammenstöße nach kurzer Zeit verschwinden, 
oder mit anderen Worten, die Geschwindigkeit der Valenz- 
elektronen an den chemischen Atomen setzt sich durch die 
zwischenmolekularen Zusammenstöße in ein gewisses Gleich- 
gewicht mit der thermischen Molekülbewegung; das ist auch 
der Grund, warum die Geschwindigkeit chemischer Reaktionen, 
in denen ja die Valenzelektronen die führende Rolle spielen, 
eine Funktion der Temperatur ist. 

7. Elementare Gesetzmäßigkeiten der Wasserstoffserie, Zu- 
sammenhang aufeinanderfolgender Glieder. — Ein abgegrenztes 
System von Massenpunkten, die durch Kräfte in bestimmter 
Weise miteinander gekoppelt sind, kann, wie uns das Beispiel 
elastische’, schwingender Körper veranschaulicht, im allge- 
meinen in mehreren Formen schwingen, welche sich durch die 
Amplituden der Systemteile geometrisch kennzeichnen lassen. 
Einer jeden Eigenschwingung oder Frequenz des Systems können 
wir eine bestimmte „Schwingform“ zuordnen. Zwischen den 
Frequenzen, Amplituden und Abklingzeiten der möglichen 
Schwingformen des einzelnen schwingfähigen Systems bestehen 
jedenfalls für eine bestimmte Art der Anregung und bei un- 
gestörtem Ablauf der Schwingungen Gesetzmäßigkeiten. Inso- 
fern diese auf ein einzelnes, ungestört schwingendes System 
sich beziehen, können wir sie als elementar bezeichnen. 

Diese allgemeinen Überlegungen und Bezeichnungen sollen 
nun auf den Träger der Wasserstofiserie, das H*-Atomion, 
angewendet werden. Dieses ist als ein schwingfähiges System 
zu betrachten; den verschiedenen Frequenzen der H-Serie ent- 
sprechen verschiedene Schwingformen des H*-Atomions. Wie 
nicht weiter begründet zu werden braucht, wie ja wohl all- 
gemein anerkannt wird, ist die gesetzmäßige Anordnung der 
Frequenzen der H-Serie, wie sie in der Balmerschen Formel 
dargestellt ist, eine elementare Gesetzmäßigkeit des einzelnen 
Serienträgers selbst, nicht eine Zustandseigenschaft eines Aggre- 
gates zahlreicher Serienträger. Der Grund des gesetzmäßigen 
Frequenzzusammenhangs der möglichen Schwingformen des 
H*-Atomions ist offenbar darin zu suchen, daß sie demselben 
schwingfähigen System angehören. Diese Überlegung liegt ja 
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auch den seit Auffindung der Balmerschen Formel unter- 
nommenen Versuchen zugrunde, aus dem Frequenzzusammen- 
hang auf die Struktur des H-Serienträgers, etwa auf die Kop- 
pelung seiner Teile rückwärts zu schließen. Man kann nicht 
behaupten, daß ein derartiger Versuch bis jetzt gelungen sei, 
und es ist möglich, daß sich aus dem Frequenzzusammenhang 
einer Serie überhaupt kein eindeutiger Schluß auf die Struktur 
ihres Trägers ziehen läßt. Die theoretischen Schwierigkeiten, 
welche das Problem der Schwingungen gekoppelter, strahlender 
Elektronen bietet, läßt eine Untersuchung von C. W. Oseen?) 
erkennen. Nach ihr besitzt ein System aus zwei miteinander 
gekoppelten Dipolen unendlich viele Frequenzen, also unend- 
lich viele Schwingformen. Wenn wir darum oben aus anderen 
Tatsachen folgerten, daß der H-Serienträger, das H*-Atomion, 
mehrere gleichartig gebundene Elektronen enthält, so dürfen 
wir diese Folgerung als vereinbar mit der Tatsache betrachten, 
daß in der H-Serie unendlich viele Frequenzen gesetzmäßig 
sich aneinander reihen. 

Eine andere elementare Gesetzmäßigkeit der H-Serie, die, 
wie es scheint, bis jetzt noch nicht als solche erkannt ist, be- 
trifft den energetischen Zusammenhang ihrer aufeinanderfol- 
genden Schwingformen. Es sind in dieser Hinsicht folgende 
Tatsachen auszuwerten. Wie V. Vegard?) gezeigt hat, ist das 
Verhältnis der Intensitäten von H, und H, wenn diese Linien 
durch den Stoß von Kanalstrahlen an ruhenden Trägern zur 
Emission gebracht werden, unabhängig von der Geschwindig- 
keit der stoßenden Kanalstrahlen (beschleunigender Kathoden- 
fall größer als 1000 Volt); ferner ist dieses Intensitätsverhältnis 
dasselbe wie in dem Falle, daß die Linien H, und H, in der 
negativen Glimmschicht durch den Stoß von Kathodenstrahlen zur 
Emission gebracht werden. Und wie zudem J. Holtersmark°) 
nachgewiesen hat, ist auch in diesem Falle das Intensitätsver- 
hältnis H,/H, und H,/H, unabhängig von der Geschwindigkeit 
der Kathodenstrahlen (beschleunigender Kathodenfall größer als 
15 Volt). Bei der Beurteilung dieser Feststellungen haben wir 
zwei wichtige tatsächliche Umstände zu beachten. Erstens 


1) C. W. Oseen, Ann. d. Phys. 48. p. 1. 1915. 
2) V. Vegard, Ann. d. Phys, 39. p. 111. 1912. 
3) J. Holtersmark, Phys. Zeitschr. 15. p. 605. 1914. 
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haben nämlich Vegard und Holtersmark ihre Beobachtungen 
bei so niedrigem Gasdruck angestellt, daß die Zeit zwischen 
der StoBerregung des Linienträgers und seinem nächsten Zu- 
sammenstoß mit einem Gasmolekül groß war im Vergleich zu 
der Leuchtdauer der Serienlinien am einzelnen Träger; es 
wurde also der Ablauf der Schwingungen des einzelnen Trägers 
in weitaus den meisten Fällen nicht durch Zusammenstöße ge- 
stört. Zweitens war sowohl im Falle der Anregung mit Ka- 
thodenstrahlen, wie im Falle der Kanalstrahlen die Art der 
Anregung der Schwingungen im Serienträger dieselbe, nämlich 
zunächst Stoß eines Strahlenteilchens auf ein H,-Molekül und 
dann Schaffung des Serienträgers, nämlich Abtrennung eines 
H*-Atomions aus der Bindung an negative Valenzelektronen. 
Aus der Tatsache, daß das Intensitätsverhältnis von H, und 
H, unabhängig von der Art und der Geschwindigkeit der sto- 
Benden Strahlenteilchen ist, läßt sich rückwärts schließen, daß 
die so zum Schwingen erregten Serienträger zum größten Teil 
nahezu in derselben Art erregt werden, also in derselben 
Schwingform mit gleicher Amplitude in den Emissionsvorgang 
eintreten. 

Auf Grund dieser Tatsachen können wir darum folgern, 
daß das Verhältnis der Intensitäten der aufeinanderfolgenden 
H-Serienglieder, wie es an den ruhenden H-Serienlinien in den 
Kanal- und Kathodenstrahlen bei niedrigem Druck beobachtet 
wird, nicht einen Zustand des Aggregats, sondern den elemen- 
taren Vorgang der Lichtemission an dem einzelnen Linien- 
träger selbst beschreibt.!) Und da jenes Intensitätsverhältnis 
unter den angegebenen Versuchsbedingungen an sehr vielen, in 
allen Phasen schwingenden Linienträgern in einer Zeit beob- 

1) Anders liegt der Fall bei der bewegten Intensität der H-Kanal- 
strahlen, bei der Emission der H-Serie in der positiven Säule von großer 
Stromdichte und bei der Emission durch Kanal- und Kathodenstrahlen 
bei höherem Druck. In diesen Fällen wird der Ablauf der elementaren 
Lichtemission durch Zusammenstöße des Serienträgers mit anderen Gas- 
ınolekülen gestört. Die Intensitätsverteilung der H-Serie beschreibt darum 
in ihnen nicht mehr einen elementaren Vorgang, sondern wird abhängig 
von den Zustandsvariablen des emittierenden Molekülaggregats (Gasdruck, 
Stromdichte, Geschwindigkeitsverteilung, Temperatur). So habe ich be- 
reits an anderer Stelle (Ann. d. Phys. 49. p. 731. 1916) einen Grund 


angegeben, warum das Verhältnis der bewegten Intensitiiten von H, und 
H, größer als dasjenige der ruhenden ist. 
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achtet wird, die lang ist im Verhältnis zur elementaren Leucht- 
dauer der Linien, so ist das beobachtete Verhältnis der Inten- 
sitäten gleich dem Verhältnis der Energiemengen zu setzen, 
welche in dem elementaren Vorgang der Lichtemission an dem 
einzelnen Linienträger von Seite der in der Serie aufeinander- 
folgenden Schwingformen ausgestrahlt werden. 

Zwischen den Intensitäten der E-Serienlinien, welche die 
angegebenen Versuchsbedingungen liefern, und somit zwischen 
den ausgestrahlten Energiemengen der Schwingformen des ein- 
zelnen Linienträgers besteht nun der bekannte gesetzmäßige 
Zusammenhang, daß die ausgestrahlte Energiemenge (Intensität) 
am größten für das erste Serienglied ist und mit steigender 
Gliednummer rasch abnimmt. Die Schwingungsenergie, welche 
von dem H*-Atomion von Seite eines stoßenden Teilchens bei 
der Entstehung aus einem H,-Molekül übernommen und da- 
nach als Licht ausgestrahlt wird, verteilt sich also nicht gleich- 
mäßig auf die möglichen Schwingformen des Elektronensystems 
im -H*-Atomion, sondern geht in um so kleineren Beträgen in 
die Frequenzen der einzelnen Serienylieder über, je höher 
deren Nummer ist; es wandert wohl in die unendlich vielen 
Frequenzen, deren das H*-Atomion gemäß der Balmerschen 
Formel fähig ist, im Verlauf der stoßerregten Schwingungen 
des einzelnen Trägers Schwingungs- und Strahlungsenergie, 
indes in die unendlich hohen Nummern unendlich wenig; 
so kommt es, daß die gesamte Energie, die von den unend- 
lich vielen Serienfrequenzen des einzelnen Trägers ausgestrahlt 
wird, doch einen endlichen Wert hat.) 


1) Der Umstand, daß im elementaren Vorgang der Lichtemission 
von Seite eines einzelnen Serienträgers nach einem einzigen erregenden 
Stoß, die aus dem Stoß übernommene Energie auf eine unbegrenzte 
Reihe von Frequenzen sich verteilt, ist unvereinbar mit der Hypothese 
der quantenhaften Lichtemission. So bringt bereits ein Stoß eines Ka- 
thodenstrahls von 20 Volt Geschwindigkeit die H-Serie, von der bis jetzt 
31 Glieder beobachtet wurden, zur Emission. Nach der Planckschen 
Hypothese würde die Emission in einem einzigen Glied durchschnittlich 
bereits die Energie von 3 Volt Geschwindigkeit verzehren. 

Ähnlich ist die Tatsache unvereinbar mit der Bohrschen Serien- 
hypothese, daß am Natriumdampf 58 Glieder der Hauptserie in Absorp- 
tion bei mäßiger Temperatur sich beobachten lassen, ohne daß eine 
merkliche Emission der Serie auftritt (R. W. Woes u. R. Fortrat, 
Astrophys. Journ. 48. p. 73. 1916). 

Annalen der Physik. IV. Folge. 50. 6 
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Es sei hier im Vorbeigehen auf eine Aufgabe der messenden 
Physik hingewiesen. Wir wissen zwar sicher, daß unter den 
angegebenen Versuchsbedingungen die Intensität längs der 
H-Serie rasch mit steigender Gliednummer abnimmt; indes 
fehlen bis jetzt quantitative Messungen des Verhältnisses der 
ruhenden Intensitäten von H, H p H,, ... in den Kanal- und 
Kathodenstrahlen. Es ist zu erwarten, daß die Intensität dieser 
Serienlinien eine Funktion ihrer Gliednummer m, etwa pro- 
portional e-”* ist, wo x eine Konstante ist. Es wird auch in- 
teressant sein, die Konstante dieser Funktion für die H-Serie 
mit derjenigen anderer Serien, etwa der Haupt- und Neben- 
serien des Heliums zu vergleichen. 

Die Intensitätsformel der H-Serie, also die Energieformel, 
nach welcher sich die Schwingungsenergie für die betrachtete 
Art der Anregung auf die Frequenzen des Serienträgers ver- 
teilt, wird vielleicht ebenso, wie die Frequenzformel, Anregung 
geben, aus ihr auf die Atomstruktur oder den Ursprung der 
H-Serie zurückzuschließen. Diese Art von elementarer Gesetz- 
mäßigkeit in der H-Serie, der Energiezusammenhang ihrer 
Glieder, führt das Nachdenken ungezwungen vor eine neue 
wichtige Frage: Haben alle möglichen Schwingformen des ein- 
zelnen Serienträgers unmittelbar nach dem erregenden Stoß gleich- 
zeitig ihre größte Amplitude, hat also die von ihnen emittierte 
Strahlung unmittelbar nach dem erregenden Stoß ihre größte 
Intensität, oder erreichen sie hintereinander zu verschiedenen 
Zeiten ihre größte Amplitude und Strahlungsintensität, indem 
etwa die Schwingungsenergie unter gleichzeitiger Ausstrahlung 
von den Seriengliedern niedriger Nummer nach Gliedern immer 
höherer Nummer wandert. 

Wenigstens eine wahrscheinliche Antwort auf diese Frage 
gestattet eine dritte Art von elementarer Gesetzmäßigkeit, 
welche ich kürzlich in der H-Serie und in den He- und Li- 
Serien aufgefunden habe. Die Beobachtungen!) wurden an den 
ruhenden Serienlinien angestellt, die durch den Stoß von Kanal- 
strahlen an ruhenden Trägern zur Emission gebracht werden; 
der Gasdruck auf dem Weg der Kanalstrahlen war so niedrig, 
daß der elementare Vorgang der Lichtemission durch zwischen- 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 49. p. 753. 1916. 
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molekulare Zusammenstöße nicht merklich gestört wurde. Es 
wurden für die aufeinanderfolgenden Serienglieder die Zeiten 
(Leuchtdauer) verglichen, die zwischen dem lichterregenden Stoß 
und bis dahin vergehen, wann die Strahlung der Linienträger 


- nach einmaliger StoBerregung unter den angegebenen Versuchs- 


bedingungen eben noch merklich ist. Es ergab sich das Re- 
sultat, daß die Leuchtdauer der aufeinanderfolgeuden Serien- 
glieder mit steigender Gliednummer rasch zunimmt. 

Durch dieses experimentelle Resultat wird zunächst die 
Hypothese als unzulässig ausgeschlossen, daß die H-Serie in 
der Weise zur Emission kommt, daß ein strahlendes Elektron 
im Serienträger zuerst in höheren und dann in niedrigeren 
Frequenzen Licht emittiert, indem es etwa aus großen Ab- 
ständen von höherer zu niedrigerer Frequenz fallend, einem 
positiven Zentrum sich mehr und mehr nähert. 

Bei der weiteren theoretischen Auswertung jener Beobach- 
tungen hat man zu berücksichtigen, daß sie an sich zwei Mög- 
lichkeiten zur Deutung zulassen. Es kann nämlich so sein, 
daß für eine jede Serienfrequenz gleich unmittelbar nach dem 
erregenden Stoß die maximale Strahlungsintensität sich ein- 
stellt und von da nach demselben Gesetz für alle Glieder ab- 
klingt, dies indes nur um so langsamer, je höher die Glied- 
nummer ist. Es ist aber auch möglich, daß die verschiedenen 
Serienfrequenzen zu verschiedenen Zeiten nach dem erregenden 
Stoß ihre maximale Amplitude im einzelnen emittierenden Träger 
erreichen, nämlich um so später, je höher ihre Nummer ist, 
worauf sie um so rascher ihre Amplitude wieder verlieren 
mögen, je höher ihre Nummer ist. Aus folgenden Gründen 
halte ich die zweite Möglichkeit für die wahrscheinlichere. 
Erstens widerspricht die Annahme, daß die höhere Frequenz 
schwächer als die niedrigere durch Strahlung gedämpft werde, 
der allgemeinen Strahlungslehre; zur Beseitigung dieses Wider- 
spruchs wären besondere Annahmen notwendig. Zweitens ist 
es unwahrscheinlich, daß die zahlreichen (unendlich vielen) 
Frequenzen einer Serie alle gleichzeitig mit größter Amplitude 
durch denselben Stoß erregt werden sollen. Drittens wäre es 
unverständlich, daß das Amplitudenverhältnis (Energie-, Inten- 
sitätsverhältnis der Serienglieder) unabhängig von der Geschwin- 
digkeit und der Art der stoBenden Teilchen wäre, wenn eine 
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jede Frequenz ihre Amplitude unmittelbar von dem stoßenden 
Teilchen erhielte. 

Unter diesen Umständen halte ich die zweite Möglichkeit für 
die wahrscheinlichere, daß nämlich die in der Serie aufeinander- 


folgenden Schwingformen des H*-Atomions ihre größte Ampli- - 


tude nicht unmittelbar nach dem erregenden Stoß gleichzeitig 
besitzen, sondern in einem geordnet verlaufenden Vorgang zeit- 
lich hintereinander sich langsam mit Energie bis zu einem 
Höchstwert füllen und sie dann wieder abgeben. Dieser Vor- 
gang ist offenbar nur dann möglich, wenn eine jede Schwing- 
form ihre Energie nicht restlos ausstrahlt, sondern einen mehr 
oder minder großen Betrag an die folgenden Serienglieder 
weitergibt. Die gleichzeitige Ausstrahlung von schwingender 
Energie, während diese entlang der Serie von niedrigen nach 
höheren Nummern wandert, läßt leicht verstehen, warum in 
die Frequenzen höherer Nummer immer weniger Energie ge- 
langt. 

Es liegt auf der Hand, daß ein solcher Vorgang der 
Energiewanderung entlang der H-Serie auf Grund der Annahme 
eines einzigen Elektrons im Serienträger kaum verständlich 
ist, vielmehr zur Folgerung führt, daß die Serie ihren Ursprung 
in einer Koppelung mehrerer Elektronen miteinander und mit 
positiver Ladung hat. Die Erscheinung einer Energiewande- 
rung in einer Reihe von Eigenfrequenzen in der Richtung von 
Niedrig nach Hoch kennen wir allerdings nicht bei den 
Schwingungen elastischer Körper. Indes kommt bei diesen 
auch nicht die Erscheinung vor, daß eine Serie von Eigen- 
frequenzen gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. Die 
Gesetzmäßigkeit der H-Serie hinsichtlich des Zusammenhanges 
ihrer Frequenzen dürfte ebenso wie die Gesctzmäßigkeiten hin- 
sichtlich des Energie- und Leuchtdauerzusammenhanges ihrer 
Glieder in der Eigenart der elektromagnetischen Koppelung 
der Elektronen des H*-Atomions begründet sein, und eine zu- 
treffende Theorie über den Ursprung der H-Serie wird wahr- 
lich gleichzeitig und untrennbar die drei beschriebenen Gesetz- 
mäßigkeiten liefern. 

8. Deformation der Atomstruktur. — Die Lorentzsche 
Theorie des normalen Zemaneffekts kommt zu einer befriedigen- 
den Übereinstimmung mit der Beobachtung, indem sie ihre Vor- 
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aussetzungen und Folgerungen auf ein einzelnes Elektron be- 
schränkt, nämlich neben der quasielastischen Kraft die aus seiner 
Bewegung im Magnetfeld resultierende Kraft einführt. Diese 
Grundidee der Lorentzschen Theorie des Zemaneffektes ist 
in die bis jetzt vorgeschlagenen Theorien der Zerlegung von 
Spektrallinien durch das elektrische Feld!) übernommen worden. 
Denn auch sie machen den Versuch, diese Erscheinung in der 
Weise zu erklären, daß sie die Wirkung des elektrischen Feldes 
auf ein einzelnes Elektron im Atom, auf seine Gleichgewichts- 
lage und Bewegung um diese beschränken. Man kann indes 
nicht behaupten, daß die auf dieser Grundidee aufgebauten 
Theorien die Einzelheiten der neuen ee auch nur 
zum Teil befriedigend darstellen. 

Folgende Tatsachen legen vielmehr einen anderen Aus- 
gangspunkt für eine Theorie der Zerlegung von Spektrallinien 
durch das elektrische Feld nahe. Die Serienlinien des Wasser- 
stoffatoms werden hinsichtlich Zahl und Abstand der Kompo- 
nenten symmetrisch, die entsprechenden Serienlinien des He- 
lium- und Lithiumatoms dagegen dissymmetrisch zerlegt. Die 
Zerlegungen der aufeinanderfolgenden Glieder der ersten Neben- 
serie sind hinsichtlich der Zahl, des Abstandes und des In- 
tensitätsverhältnisses der Komponenten voneinander verschieden. 
Die Glieder höherer Nummer in der ersten oder diffusen Neben- 
serie werden in mehrere Komponenten zerlegt, die He- und 
Li-Linien der zweiten und dritten Nebenserie dagegen werden 
durch das elektrische Feld ohne Zerlegung verschoben. Das 
Intensitätsverhältnis der Komponenten der He- und Li-Linien 
der ersten Nebenserie ist mit der Stärke des zerlegenden Feldes 
veränderlich. 

Die Mannigfaltigkeit dieser Tatsachen und das Hervor- 
treten des Unterschiedes zwischen den H-, He-, und Li-Linien 
legen den Gedanken nahe, daß die elektrische Zerlegung und 
Verschiebung von Serienlinien nicht die Folge der direkten 
Wirkung des elektrischen Feldes auf ein einzelnes Elektron 
im Atom ist, sondern erst die Folge der Wirkung des elek- 
trischen Feldes auf die Atomstruktur. Denn dies liegt auf 


1) Vgl. J. Stark, Elektrische Spektralanalyse chemischer Atome, 
8. Hirzel, Leipzig 1914. 
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der Hand: wird die Struktur eines Atoms oder Atomions (Linien- 
trägers) durch eine Kraft von außenher deformiert, werden 
also durch diese die elektrischen Quanten des Atoms aus ihren 
wechselseitigen Gleichgewichtslagen verschoben und in neuen 
wechselseitigen Gleichgewichtslagen festgehalten, so werden die 
Frequenzen, in welchen sie um diese infolge einer Stérung 
schwingen, verschieden sein von den Frequenzen der Schwin- 
gungen um die nichtdeformierte Gleichgewichtsanordnung. Eine 
solche Deformation der Atomstruktur dürfen wir in der Tat 
von vornherein von der Einwirkung eines äußeren elektrischen 
Feldes erwarten. Denn die dem System des Atoms angehören- 
den positiven und negativen Quanten müssen unabhängig von 
ihren Geschwindigkeiten um ihre Gleichgewichtslagen von einem 
äußeren elektrischen Feld so lange gegeneinander verschoben 
werden, bis die infolge der Verschiebung geweckten wechsel- 
seitigen, rücktreibenden Kräfte der äußeren Kraft an jedem 
einzelnen das Gleichgewicht halten. 

Die vorstehende Überlegung rückt uns die Schwierigkeit 
und Tragweite einer Theorie der Zerlegung von Spektrallinien 
durch das elektrische Feld vor Augen; weniger die Bewegung 
eines gebundenen Elektrons im elektrischen Feld, als vielmehr 
die Atomstruktur, welcher das Elektron als Glied angehört, 
muß eine solche Theorie zum Gegerstand haben. Hätte sich 
uns die Atomstruktur bereits in anderen Erscheinungen ent- 
hüllt, so bestände unsere Aufgabe darin, zunächst ihre Defor- 
mation durch ein äußeres elektrisches Feld zu verfolgen und 
danach die Schwingungen der Serienelektronen um ihre Gleich- 
gewichtslagen in der deformierten Struktur abzuleiten. So aber 
wissen wir aus anderen Erscheinungen über die Atomstruktur 
sehr wenig. Wir haben vielmehr gerade in der Zerlegung von 
Serienlinien durch das elektrische Feld wahrscheinlich die erste 
Erscheinung vor uns, in welcher sich die Atomstruktur durch 
eine Reihe von Einzelzügen elementar ausdrückt. Wir haben 
also die Aufgabe zu lösen, aus dieser Erscheinung Rückschlüsse 
auf die Atomstruktur zu ziehen oder durch Probieren solche 
Annahmen über diese aufzufinden, daß sich auf ihrem Grunde 
die Beobachtungen ungezwungen beschreiben lassen. 

Die große mathematisch-theoretische Schwierigkeit dieser 
Aufgabe dürfte darin liegen, daß sie ein Mehrkörperproblem 
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ist, daß sie nämlich die Dynamik mehrerer elektromagnetisch 
miteinander gekoppelter Massenteilchen unter gleichzeitiger 
Ausstrahlung von Energie zu formulieren und für die Grenz- 
bedingung einer bestimmten Störung ihres Gleichgewichts in- 
tegrierend entlang der Zeit und der Frequenzserie zu verfolgen 
hat. Es ist nicht meine Absicht, hier auf die mathematische 
Seite einer Theorie der Zerlegung von Spektrallinien durch 
das elektrische Feld einzugehen. Die hier gestellte Aufgabe 
ist der obige Hinweis auf die Physik des Ausgangs- oder Ziel- 
punktes einer solchen Theorie. In diesem Sinne seien noch 
folgende Bemerkungen angeschlossen. 


Der Gedanke, daß ein äußeres elektrisches Feld die An- 
ordnung der Elektronen in einem Atom, so im H*-Atomion, 
deformiert, wurde bereits oben bei der Folgerung über die 
Elektronenzahl aus der elektrischen Zerlegung von Serienlinien 
verwertet. Unter denselben Gesichtspunkt wurde oben die Wir- 
kung der Anlagerung des Valenzelektrons an das H*-Atumion 
auf die Schwingformen von dessen Serienelektronen in Koppe- 
lung mit dem selber schwingenden Valenzelektron gestellt. 
Und erscheint die Anordnung der Serienelektronen des H*- 
Atomions mit oder ohne Änderung der Elektronenzahl in ein 
größeres Atom, z. B. in das He- oder Li-Atom, eingebaut, so 
muß sie durch die Kraft von Seite des Atomrestes im Ver- 
gleich zum H*-Atomion deformiert sein und an Stelle eines jeden 
Gliedes der H-Serie mehrere Glieder (Komponenten) oder an 
Stelle einer Serie mehrere Serien liefern. In diesem Sinne 
habe ich bereits an anderer Stelle!) die Tatsache gedeutet, 
daB das He- und Li-Atom, statt wie das H-Atom, nur eine 
Serie mit symmetrischer elektrischer Zerlegung und großer 
Komponentenzahl, mehrere Serien (Haupt-, erste, zweite und 
dritte Nebenserie) mit dissymmetrischer elektrischer Zerlegung 
(Verschiebung) und kleinerer Komponentenzahl besitzen. 


Daraus, daß die Zahl und der Abstand der elektrischen 
Komponenten der aufeinanderfolgenden Glieder der ersten 
Nebenserie mit steigender Nunımer zunehmen, dürfte sich fol- 
gern lassen, daß die Schwingformen höherer Nummer ver- 


1) J. Stark, Elster- u. Geitel-Festschrift 1915. 
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wickelter, Funktionen zahlreicherer Parameter der gekoppelten 
Elektronen innerhalb der Atomstruktur sind. 

Wie die Beobachtung lehrt, ist das Intensitätsverhältnis 
der elektrischen Komponenten eines Gliedes der ersten He- 
und Li-Nebenserie eine Funktion der zerlegenden elektrischen 
Feldstärke. Eine naheliegende Deutung dieser merkwürdigen 
Erscheinung ist folgende. Wie oben in Abschnitt 7 dargelegt 
wurde, führt bei der Anregung der Lichtemission in einer Serie 
durch den ionisierenden Stoß eines Kathoden- oder Kanalstrahls 
die Koppelung der Serienelektronen ihren aufeinanderfolgenden 
Schwingformen (Seriengliedern) je einen bestimmten Betrag aus- 
zustrahlender Energie zu. Wird nun die Atomstruktur durch 
ein äußeres elektrisches Feld deformiert, werden also die Kop- 
pelungsparameter Funktionen der Feldstärke, so müssen auch 
die dadurch neu entstehenden Schwingformen in einem Verhält- 
nis, das von der Elektronenkoppelung und darum von der Feld- 
stärke abhängt, ausstrahlbare Energie zuerteilt erhalten. 


Aachen, Physik. Institut der Techn. Hochschule, 
10. April 1910. 


(Eingegangen 17. April 1916.) 
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3. Die Abzählung der Freiheitsgrade in einer 
Elektronenwolke (strahlender Körper); 


von A. Lande, 


Inhalt: I. Teil. § 1. Die Fouriersche Reihe. $ 2.: Die Frei- 
heitsgrade des Hohlraumes. — II. Teil. $ 3. Schwankungen der spek- 
tralen Intensitätsverteilung. $ 4. Räumliche Intensitätsschwankungen. 
— Zusammenfassung. 


I. Teil. 


Die Strahlung in einem nach außen abgeschlossenen Raum 
läßt sich auf verschiedene Weise analysieren. J..H. Jeans!) 
löst sie in lauter Eigenschwingungen auf, von denen jede den 
ganzen abgeschlossenen Raum durchsetzt. Als Zahl der Eigen- 
schwingungen im Volumen V und im Intervall dy findet 
Jeans 

(1) dZ= Vdy 


ec? 


(Zahl der Freiheitsgrade). M. v. Laue?) baut die Strahlung 
aus lauter schmalen Bündeln von endlicher Länge auf; jedes 
Bündel wird im Intervall dv durch eine bestimmte Zahl von 
Angaben (Koeffizienten einer Fourierschen Reihe) beschrieben. 
Durch Summation über alle in Y möglichen Bündel gelangt 
v. Laue dann ebenfalls zu der Jeansschen Zahl (1) der Frei- 
heitsgrade. 

Bedenkt man nun, daß die Strahlung ihren Ursprung in 
leuchtenden Quellen im Innern oder an den Wänden des 
Hohlraumes hat, so ist dieses Resultat zunächst überraschend. 
Da nämlich, unabhängig vom Voluminhalt V, der Strahlungs- 
zustand an jedem Punkt des Hohlraumes durch die retar- 
dierten Potentiale der N Quellen bestimmt ist, so sollte 
dZ nicht pfoportional dem Voluminhalt V, sondern pro- 
portional der Quellenzahl N sein. Dieser Widerspruch mit 
dem Jeansschen Ergebnis wurde seinerzeit als Grund für 
die Abweichung der Jeansschen Strahlungsformel von der 


1) J. H. Jeans, Phil. Mag. 10. p. 91. 1905. 
2) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 44. p. 1197. 1914. 
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Erfahrung hingestellt. Nach W. Ritz!) sollen nämlich aus 
allen überhaupt möglichen Lösungen der Maxwellschen 
Gleichungen nur diejenigen in Wirklichkeit zulässig sein, 
die sich auf retardierte Potentiale strahlender Quellen zurück- 
führen lassen, was für die Gesamtheit der Jeansschen 
Eigenschwingungen nicht zutreffe. Daher stellten letztere eine 
zu große Mannigfaltigkeit von Lösungen der Maxwellschen 
Gleichungen dar, und die Zahl der Freiheitsgrade sei in 
Wirklichkeit von (1) abweichend. Entgegen dieser Auf- 
fassung wollen wir im Folgenden nachweisen, daß sich (als 
Gegenstück zur Auflösung in Jeanssche Eigenschwingungen 
und Lauesche Strahlenbündel) die Strahlung in V auch. 
cirekt aus retardierten Potentialen von N beliebig verteilten 
Oszillatoren ableiten läßt und dabei coch wieder genau die 
Jeanssche Zahl (1) herauskommt, also Unabhängigkeit von 
N, Proportionalität mit V. Wir zeigen nämlich, daß eine 
große Zahl von Freiheitsgraden nur verschwindende Energien 
tragen und dadurch von vornherein ausscheiden, während 
die Energien anderer Freiheitsgrade ihr Nichtverschwinden 
der Existenz von Oszillatoren an einer bestimmten zugeord- 
neten Stelle des Raumes verdanken, wodurch die Propor- 
tionalität von dZ mit dem Voluminhalt V verständlich wird. 


$1. Die Fouriersche Reihe. 


In dem Hohlraum V mögen N Oszillatoren irgendwie 
verteilt sein. Die Emissionsbewegung des xten Oszillators 
denken wir uns harmonisch mit unendlich langer Grund- 
periode (Fouriersches Integral) aufgelöst zu 


f [a, (v) komplex]. 


Dann beobachtet man in einem Punkt P;, auf einer den Hohl- 
raum durchsetzenden &n-Ebene die zur Mg v 
gehörige harmonische Komponente 


@) A(v, 1) = 


1) W. Ritz, Physik. Zeitschr. 9. p. 903. 1908. Vgl. ferner A. Ein- 
stein, l.c. 10. p. 185. 1909; W. Ritz, 10. p. 224. 1909; A. Einstein 
u. W. Ritz, 10. p. 323. 1909. 
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falls c,„ den Richtungskosinus zwischen Schwingungs- und 


hen beobachteter Polarisationsrichtung angibt. Die Funktion 
ein, A (v, &,n) entwiekeln wir über einem Farbenintervall 
ick- 4 Av 
hen bis +7 
sa und über einem rechteckigen Gebiet Af= 4 E.An 
AE An 
(als zu der Fourierschen Reihe 
gen +00 +00 +00 
“lo 
die 
von wobei der Fourierkoeffizient G,,, den Wert erhält: 
ine 
ien 
len (4) An 
rd- ( 
—2iz |- 8+ 
| XAG, Ene 
Im Exponenten von (2) können wir schreiben 
(5) +(E— + (1 — Bx 
ors falls r, die Entfernung des xten Oszillators von der Mitte 
id- von Af angibt, und wenn a, und ß, die Richtungskosinusse 
der Verbindungen des Oszillators mit zwei anderen auf Af 
liegenden Punkten sind, die um so näher von der Mitte liegen, 
|. je kleiner die Ausmessungen von Af gegen r, sind. Dann 
wird aus (4) bei Einsetzung von (2), (5) 
hl- 
—2iz 
v4n 
-B 


Im Nenner setzen wir statt der mit &n veränderlichen Größe 


‘.¢, eine mittlere Entfernung r, des xten Oszillators von den 
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Punkten des Flächenelementes A f vor das Integralzeichen, 
ebenso stat. der mit » veränderlichen Größe a, (v) eine mitt- 
lere Größe a,,. In den Exponenten kann statt der mit A& 
bzw. An multiplizierten Variablen » ein mittlerer konstanter 


Wert gesetzt werden. Dadurch wird 


+2 
4 
spq r, 
Ay 
An 
wis 
Aé N 
4 


oder nach Ausfiihrung der Integrationen 


Av 
| (tr, sinn (s +tdv— en) 
n[s +24, - 


= x 8) X 7) X 
worin die Faktoren 9, 7, y die Form sin x: x haben. 

Zu diesem Ausdruck @, „, trägt jeder Oszillator x mit einem 
Glied M, bei, welches noch mit den vom Index s pq ab- 
hängenden Faktoren 9,,X,,y,, multipliziert ist. Um G,,, zu 
diskutieren, wollen wir den ganzen Raum um das Flächen- 
element A& An herum durch die 


Kugelschar =r) = +ct 


8) und die beiden 


Kegelscharen a?) = BO = 


+1, +2..40), 


in Fächer einteilen, welche um so kleiner ausfallen, je größer 
Av, AE und An sind. An jeder Ecke eines Faches stoßen drei 
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der Flächen (8) zusammen, so daß die Fachecken ein System 
von Gitterpunkten spq bilden und zu jedem Gitterpunkt s pq 
ein Gypq gehört. Mit Bezug auf einen Oszillator x mit den 
Raumkoordinaten r,a, ß, lassen sich die Gitterpunkte s pq 
ordnen in Schalen, welche den Oszillator x umgeben: Die 
erste Schale besteht aus 2% Gitterpunkten, nämlich den acht 
Ecken des den Oszillator selbst enthaltenden Faches; die zweite 
Schale besteht aus 4? —23, die dritte Schale aus 6% — (43 — 2°) 
Gitterpunkten usw. Der Beitrag M, 94. Xu» Ya des xten 
Oszillators zu einem G,,, ist nun um so kleiner, je größer die 
Nenner 
Ay ' v An 

von xy sind. Der Oszillator x trägt also am meisten zu 
denjenigen G,,, bei, die zu den 8 Gitterpunkten der ersten 
Schale gehören, und sein Beitrag zu einem anderen G,,, ist 
um so kleiner, je größer die Zahl der zwischen dem Punkt 
spq und dem Oszillator gelegenen Schalen ist. Der Beitrag 
M,, Pus Yu der Gitterpunkte, welche die mte den Oszilla- 
tor x umgebende Schale bilden, sinkt mit wachsendem m 
unter jede beliebige Grenze. Vergrößert man andererseits 
Av, Aé, An hinreichend, so wird das Netzwerk der Gitterpunkte 
engmaschiger. Dabei bleibt zwar die Anzahl der zu beträcht- 
lichen @,,, Anlaß gebenden Gitterpunkte unverändert; da- 
gegen wird das Raumgebiet, in welchem die wesentlich bei- 
tragenden Gitterpunkte liegen, beliebig nahe an den Oszil- 
lator herangedrängt; d. h. die Einflußsphäre jedes Oszilla- 
tors auf die G,,, läßt sich durch Vergrößerung von Av, Aé, 
An räumlich beliebig verkleinern, während die Zahl der in 
der Einflußsphäre liegenden Gitterpunkte unverändert bleibt. 
Liegen nun Oszillatoren in einem gegebenen Volumelement r 
bis r+dr, a bis a+da, B bis P+dß 


(9) 


so sind die in dV liegenden Gitterpunkte s pq eingeschlossen 
in den Grenzen: 


+ Cert dr), 
S 4 


(y = cos 0), 


(10) 
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und man hat innerhalb dV im ganzen 


(11) Az = = dr Av Afd 20080, 


Gitterpunkte spq. Durch Vergrößerung von dV oder von 
Av Af, d. h. durch Vergrößerung von Az, läßt sich nun er- 
reichen, daß das Gebiet, welches von den Einfiußsphären 
der in dV liegenden Oszillatoren eingenommen wird, relativ 
beliebig wenig über den Rand von dV hinausragt. Behauptet 
man also, daß die G,,, aller außerhalb dV liegenden Gitter- 
punkte s pq von allen innerhalb dV liegenden Oszillatoren x 
verschwindend kleine Beiträge M, erhalten, so 
begeht man einen um so kleineren relativen Fehler, je kleiner 
die Einflußsphären der einzelnen Oszillatoren im Verhältnis 
zu dem ganzen den Oszillatoren zur Verfügung stehenden 
Raum dV sind, d.h. je größer die Zahl Az (11) gegen 
Eins wird. 

Sind also Oszillatoren nur innerhalb dV vorhanden, so 
werden im Grenzfall 


(12) Az>1 


alle Gy, die zu außerhalb dV gelegenen Gitterpunkten s pq 
gehören, von vornherein verschwinden. Übrig bleiben nur die 
Az G,yq-Werte, deren Gitterpunkte innerhalb dV liegen, 
deren spq also in den Intervallen (10) eingeschlossen sind. 
Man hat also das Resultat: 

Die in einem Volumteil dV =rdrdQ verteilten Oszil- 
latoren bringen auf einem unter dem Einfallswinkel O ge- 
legenen Flächenstück Af im Farbenintervall A» eine Licht- 


erregung hervor, die wegen (10) beschrieben wird durch 
höchstens 


(13) Az=",AfAvdrdQeos@ (falls 42>1), 


nicht verschwindende Fourierkoeffizienten G,,,, während die 
übrigen G,,, von vornherein verschwinden, unabhängig ven 
der Zahl der in dem Volumteil enthaltenen Oszillatoren. — 
Jedes von Null verschiedene G,,, verdankt sein Nichtver- 
schwinden der Existenz von Oszillatoren in einer bestimmten 
Raumgegend ; es tragen nämlich alle die Oszillatoren x zu dem 
betreffenden G,,, merklich bei, deren Einflußsphären den Gitter- 
punkt s pq enthalten. 
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$ 2. Die Freiheitsgrade des Hohlraums. 


Hat man leuchtende Oszillatoren in mehreren Volumteilen, 
so setzt sich G,,, (7') einfach additiv aus den Beiträgen der 
einzelnen Volumteile zusammen, und es verschwinden wieder 
alle die G,,, von vornherein, deren Gitterpunkte s pq auBer- 
halb des von Oszillatoren eingenommenen Gebietes V liegen. 
Dadurch ist der Strahlungszustand in den Intervallen Af, Av 
auf Emissionen von Oszillatoren zurückgeführt (an Stelle der 
Zurückführung auf Eigenschwingungen des Hohlraumes [Jeans] 
oder auf Strahlenbiindel [v. Laue]), und die Zahl der Be- 
stimmungsstücke der- Strahlung auf Af, Av hirgt nicht von 
der Zahl der Oszillatoren ab, sondern von dem Voluminhalt 
des den Oszillatoren zur Verfügung stehenden Gebietes dar. 
Der eingangs erwähnte Widerspruch ist dadurch gelöst. 

Um die Zahl der Bestimmungsstücke der ganzen Strahlung 
zu berechnen, wenn die Oszillatoren ein Raumgebiet V erfüllen, 
betrachte man!) eine beliebige Ebene f, welche ein von Oszil- 
latoren erfülltes Raumgebiet Y eventuell in mehreren nicht 
zusammenhängenden Stücken durchsetzt. f denken wir uns 
aus lauter Stücken Af zusammengesetzt, so daß f = 2Af. 
Durch jedes Af legen wir, als Achse eines Kegels der Öff- 
nung dQ, in der festen Richtung 2 eine Gerade, welche mit 
der Normalen von Af den Einfallswinkel © bildet. Den inner- 
halb V verlaufenden Teil R dieser Geraden denken wir aus 
lauter Stücken dr zusammengesetzt, so daß Zdr=R. Sum- 
mieren wir jetzt in (13) über sämtliche Stücke dr der zu einem 
Af gehörigen Geraden R und dann über sämtliche zu f ge- 
hörigen Stücke Af, so wird 


=P; 
also ist wegen (13) 


die Zahl der Fourierkoeffizienten G,,., welche die Beleuch- 
tung der ganzen Ebene f durch sämtliche Oszillatoren: mit 
Farben A» beschreibt, soweit diese aus der Kegelöffnung d 2 
um die feste Richtung 2 auf die einzelnen Stücke Af strahlen. 
Läßt man alle Einfallswinkel zu, so tritt 42 an die Stelle 


1) Vgl. M. v. Laue, Ann. d. Phys. 44. p. 1200. 1914. 
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von d2. Beachtet man schließlich, daß in jedem komplexen 
Fourierkoeffizienten G,,, zwei Angaben (Amplitude und Phase) 
enthalten sind, so findet man die Jeanssche Zahl 

(14) dZ Tay, 


als Zahl der unabhängigen Angaben, welche den Strahlungs- 
zustand auf einer beliebigen durch V gelegten Ebene f im 
Intervall dv beschreiben. Da nach Bestimmung der dZ Zu- 
standsgrößen auf der Ebene f der Zustand in jedem anderen 
Punkt des Volumens V ohne neue Angaben mitbestimmt ist, 
falls passende Randbedingungen, etwa spiegemde Wände, vor- 


geschrieben sind, so ist dZ als Zahl der Freiheitsgrade des ° 


Raumes V im Intervall dy anzusprechen. Alle übrigen Frei- 
heitsgrade sind von vornherein ausgeschlossen, da ihre Ener- 
gien gegen die der dZ Freiheitsgrade um so mehr verschwinden, 
je größer dZ gegen 1 ist: 

(12) dZ>1. 


Die Bedingung (12) ist übrigens auch die Voraussetzung der 
Untersuchungen von Jeans, Weyl und v. Laue über die 
Freiheitsgrade der Hohlraumstrahlung. 


UI. Teil. 


Zu einem ähnlichen Resultat gelangt man durch eine 
Methode, die sich auf die Schwankungen der spektralen und 
der räumlichen Energieverteilung gründet. Man kann näm- 
lich fragen, ob bei der fortwährend schwankenden Energie- 
verteilung im Spektrum alle Farben wirklich unabhängig von- 
einander sind, oder ob nicht bei gegebener Intensität der 
Farbe » im selben Augenblick die Intensität einer benach- 
barten Farbe » + A» mehr oder weniger mitbestimmt ist; 
ebenso, ob nicht die Intensitätsschwankungen an benachbarten 
Raumpunkten in jedem Augenblick irgendwie verknüpft sind. 
Wir werden nun finden, daß bei den fortwährenden räum- 
lichen und spektralen Intensitätsschwankungen zwei benach- 
barte Stellen des Raumes und des Spektrums wahrscheinlich- 
keitstheoretisch um so abhängiger voneinander sind, je näher 
sie beieinander liegen, so daß sich, bis auf einen unbestimmten 
Zahlenfaktor, ein kritisches Raumintervall und ein kritisches 
Farbenintervall feststellen läßt, innerhalb dessen Abhängigkeit, 
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außerhalb dessen Unabhängigkeit besteht. Dadurch gelingt 
es, den Raum und das Spektrum in voneinander unabhängig 
schwankende Elementarbereiche zu zerlegen, deren Anzahl bis 
auf jenen unbestimmten Faktor mit der Jeansschen Zahl (1) 
der Freiheitsgrade übereinstimmt. Die kritischen Intervalle 
sind übrigens identisch mit den kritischen Grenzen des harmo- 
nischen und optischen Auflösungsvermögens, welche beide auch 
nur bis auf einen unbestimmten Faktor definiert sind. 


$ 3. Schwankungen der spektralen Intensitätsverteilung. 


Der Beobachtungspurkt P werde bestrahlt von n Oszil- 
latoren, welche in der Entfernung 


dr ‘ dr 
bis 


von P innerhalb eines körperlichen Winkels dQ liegen, also 
ein Volumelement rdQdr erfüllen. Die Schwingung des 
xten Oszillators werde nach Fourier mit einer Grundperiode 
2T dargestellt durch 


ast 
(1) (a,, komplex). 
- 00 


Ist dann t, die Lichtzeit vom xten Oszillator zum Punkt P 
t, =7,/¢, und bedeutet ¢, den Kosinus der Schwingungs- 
richtung des xten Oszillators gegen die in P beobachtete Polari- 
sationsrichtung, so wird die Lichterregung in P dargestellt 


durch 

1 -@ 


wobei die Schwingung v = s/2 T den Amplituden-Phasenfaktor 


besitzt. Bezeichnen wir mit 2 die zu z konjugiert komplexe 
Größe, so wird die Intensität der Schwingung » = s/2T 


# 
und, wenn » =s’/27T die Schwingungszahl einer anderen 
Fourierschwingung ist: 
Annalen der Physik. IV. Folge. 50. 7 
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xe iF let, +t -t 


Nun berechnen wir, unter der Voraussetzung im Durch- 
schnitt gleichmäßiger Dichteerfüllung des Volumelements rdQdr 
mit Oszillatoren, den Mittelwert J,, wenn jeder Oszillator mit 
gleicher Wahrscheinlichkeit in jeder Kintfernung 

dr P dr 
bis r+ 


liegen kann, so daß die Zeiten t,...t,...t,in einem Spiel- 
raum 
t= -5<r< +3). 
um tf, = r/e variieren. Dann wird in (4) der Mittelwert 
+:/2 
[af dt, dt, Z sin? (131/27) 


1? (nsı/aT% 
| —1/2 —72 


fir 


=1 für x =p. 


Nehmen wir an, daß vr=sr/2T groß gegen 1 ist, d.h. 
daß auf die Strecke dr viele Wellenlängen A = e/» fallen, so 
ist also der Mittelwert der Glieder x = u gegen den der Glieder 
x = u zu vernachlässigen, und wir erhalten aus (4) 


(6) T= 


Sind yt und »’t groß gegen 1, ohne daß auch (» — »’) rt groß 
gegen 1 zu sein braucht, so finden wir entsprechend, daß 
in (5) bei der Mittelung nur diejenigen Glieder stehen bleiben, 
für welche x = u und @ =a ist — diese geben 1 als Mittel- 
wert des Exponentialfaktors —, oder für welche x =o und 
= @ ist — diese geben den Mittelwert sin? —s’)1/2T]: 
{x(s —s’)t/2T]? —, so daß man aus (5) erhält: 


dagegen aus (6) 


dy = > ae 
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Wären J, und J, voneinander ganz unabhängig, so wäre 


In Wirklichkeit weicht aber, wegen (s—s’)/2T=v— 1’, 
t = dr/e, dieser Quotient um so mehr von dem „unabhängigen“ 
Wert 1 ab, je größer in (7) 


(8) sin? [a (v—v’) dr/c]: [a (v—v’) dr/c]? 


ist. Der unabhängige Wert 1 wird beim Auseinanderrücken von 
v und »’ erstmalig erreicht, wenn (8) verschwindet, d.h. bei 


v»—v|=e/dr, 


als seien die Intensitätsschwankungen an den beiden Stellen 
vy und »’ des Spektrums voneinander unabhängig. Bei weiter 
wachsender Differenz |y»—»’| > e/dr entfernt sich der wahre 
Wert J, Jr: J, x Jy von dem unabhängigen Wert 1 nur 
noch minimal. Je nachdem man diesem Entfernen mehr oder 
weniger Rechnung trägt und unter 6 eine mehr oder weniger 
die 1 übertreffende Zahl versteht, kann man 


(8) ö.c/dr 


als eine Art kritische Farbendifferenz auffassen, derart, daß 
zwei Farben » und »’ als voneinander abhängig gelten, wenn 
|y—v’| <de/dr, als unabhängig, wenn |v»—v’| >öe/dr ist. 
Ein Spektralbereich A» wird dadurch in 

ldr 
(9) Av ’ 


unabhängig schwankende Farbenbezirke zerlegt. Da die in 
den Größen a,, (x = 1,2,...n; — o <s< + oo) ausgedrück- 
ten speziellen Emissionseigenschaften der Oszillatoren und 
auch ihre Anzahl n aus dem Ergebnis herausfallen, hat man 
das Resultat:1) 

Ein gleichmäßig dicht mit Oszillatoren erfülltes Volum- 
element rdQdr gibt im Aufpunkt‘r=0 ein Spektrum, in 
welchem die Intensitäten zweier Farben » und »’ im Sinne 
der Wahrscheinlichkeitsreehnung um so unabhängiger von- 


1) Dasselbe Resultat in anderer Einkleidung vgl. M. v. Laue, 
Über einen Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und seine Anwendung 
auf die Strahlungstheorie, Ann. d. Phys. 47. p. 853. 1915. 
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einander schwanken, je größer |y—y'|dr/e gegen 1: ist, un- 
abhängig von der Zahl und den speziellen Eigenschaften der 
Oszillatoren. Daraus leitet sich eine Einteilung des im Auf- 
punkt beobachteten Spektralintervalls A » in 


(9) Avärle 
Elementarbezirke unabhängiger Schwankungen ab. 


§ 4. Räumliche Intensitätsschwankungen. 


Wir denken uns wie in (1) die Emissionsbewegung jedes 
Oszillators spektral aufgelöst und betrachten in diesem Para- 
graphen nur die Eigenschwingungen einer einzigen Farbe 
v=e/l, k=2n/i. Ist wieder r, die Entfernung des xten 
Oszillators von P, r’„ die von einem benachbarten Punkt P’, 
so wird die Jiichterregung in P bzw. P’ bis auf den Faktor 

dargestellt durch 


1 
(10) (6, = Phase), 
1 x 


IT = = > >>> “ee Sete 
“a. 


Geht man zu Mittelwerten über viele Phasenverteilungen 6 
über, so bleiben in J nur die Summenglieder mit x = u stehen, 
so daß 

(11) 


T, 


wird. In JJ’ bleiben nur die Summenglieder stehen, bei welchen 
»= und ist — diese geben “cen Exponentialfaktor 
e® =1.—, und die Glieder, bei denen x =o und p = o ist 
— diese geben den Faktor eu), Also wird 
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(12)| 
Dagegen nach (11) 


j >> Pee. 


Die beiden Aufpunkte P und oe mögen nun auf einem Ebenen- 
stück f liegen; P habe auf f die Koordinaten § = 0, 7 = 0, 
P’ die Koordinaten &n. Die Mitte des Oszillatoren enthaltenden 
Raumelements rdQdr liege von P aus in der Richtung mit 
den Kosinussen ag By Yo; so 

(13) dQ= 

wird, wenn 79 =cos@ und © der Einfallswinkel zwischen 
der Richtung ay 7. und der Flächennormalen von f ist. 
Die Oszillatoren mögen die um a, fy y, herum liegenden Rich- 
‘tungskosinusse a, 6, y, haben, wobei 


a, = a, <a<+%), 
d d 
Ist die Entfernung PP’ klein gegen r,, so wird angenähert 


(14) r,= By = (E + By) + (Ea. + b,) 


Nimmt, unter der Voraussetzung im Durchschnitt gleich- 
mäßiger Dichteerfüllung des Volumelements r dr da dß/cos ©, 
jedes a, und b, mit gleicher Wahrscheinlichkeit jeden Wert 
zwischen —da/2 und +da/2 bzw. zwischen —dß/2 und 
+dß/2 an, so wird der Mittelwert des Exponentialfaktors (12) 
nach (14) 


+da/2 +4ß/2 


0, ty +9 by da, da, db, db, 


-da/2 
sin?(k § da/2) sin’(kndß/2) 
(kKEda/2P (ky dB/2) 


Daher wird aus (12) im Dvrchschnitt 
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IT => > la, 


(15) + “GE 22" 


7 | a, | au |? 
=>: > r,2 
Wären J und J’ voneinander ganz unabhängig, so wäre 


IS: Ix =1. 


In Wirklichkeit weicht aber nach (15) dieser Quotient um 
so «mehr von dem „unabhängigen Wert“ 1 ab, je größer 


(16) sin*(kEda/2) sin® (ky d 8/2) 
(k& da/2)? (kn d 6/2) 


ist. Der unabhängige Wert 1 wird, falls P’(&, 7) von 
P (0,0) abrückt, erstmalig erreicht wenn (16) verschwindet, 
d.h. auf dem Quadratrand : 
2n 
lt] 

als seien die Intensitätsschwankungen in P und P’ von- 
einander unabhängig. Bei weiter wachsendem Abstand PP’ 
weicht der wahre Wert JJ’:J x J’ nur noch minimal von 
dem „unabhängigen“ Wert 1 ab. Je nachdem man dieser 
Abweichung mehr oder weniger Rechnung trägt, und unter ¢ 
eine mehr oder weniger die 1 übertreffende Zahl versteht, 
kann 


at" 
als eine Art kritischer Flächenbezirk angesprochen werden, 
derart, daß die Beleuchtung in zwei Punkten P(0,0) und 
P’(&,) als voneinander abhängig gilt, wenn 
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ist. Ein Ebenenstück A f wird dadurch in 


= 


unabhängig schwankende Elementarbezirke zerlegt. 

Wir haben also das Resultat:*) 

Wird ein Ebenenstück aus der Einfallsrichtung © her 
von Oszillatoren beleuchtet, weiche im Durchschnitt mit gleich- 
mäßiger Dichte ein Volumelement rdQdr erfüllen, so sind 
die Intensitätsschwankungen in zwei Punkten P’(&,7) und 
P (0,0) der Fläche im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
um so unabhängiger voneinander, je größer 


kEda kndß 


gegen 1 ist, unabhängig von der Zahl und den speziellen 
Eigenschaften der Oszillatoren. Daraus leitet sich eine Ein- 
teilung des Ebenenstückes A f in 


4fdRc0s® 


(17) 


unabhängig schwankende Elementarbezirke ab. 
Durch ee von (17) mit (9) erhält man 


4fArv 


(18) 


als Gesamtzahl der unabhängig schwankenden Elementar- 
bezirke, welche die in einem Volumelement rd2Qdr gleich- 
mäßig dicht verteilten Oszillatoren auf einem Ebenenstück Af 
im Farbintervall Av aus der Einfallsrichtung © her hervor- 
bringen, unabhängig von der Zahl und den speziellen Eigen- 
schaften der Oszillatoren. Die Zahl (18) der unabhängigen Ele- 
mentarbereiche von Af. Av stimmt bis auf den unbestimmten 
Faktor 1/d¢? überein mit der Zahl Az in Gleichung 13, Teil I, 
für die Zahl der unabhängigen Angaben zur Beschreibung 
des Zustandes auf Af. Ar. 
Der unbestimmte Zahlenfaktor 1/6¢? in (18) trägt dem 
Umstand Rechnung, daß zwei Stellen des Spektrums bzw. 


1) Dasselbe Resultat in anderer Einkleidung vgl. A. Lande, Zur 
Theorie der Helligkeitsschwankungen, Physik. Zeitschr. 15. p. 946. 1914. 
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des Raumes auch dann noch nicht in ihren Schwankungen 
ganz unabhängig sind, wenn ihre Entfernung das kritische 
Intervall (8°) bzw. (16’) übertrifft, und daß andererseits auch 
bei unterkriiischer Entfernung ein gewisses Maß von Un- 
abhängigkeit besteht. 

Die kritische Entfernung (16) |§ —&’| = eA/da unab- 
hängiger Schwankungen bei Beleuchtung zweier Punkte aus 
dem Winkel da ist übrigens identisch mit der Grenze ihrer 
optischen Auflösbarkeit, die ebenfalls nur bis auf einen un- 
bestimmten Zahlenfaktor definiert ist.!) Analog führt das 
kritische Farbenintervall (8°) 


= 


zu einer „Grenze der harmonischen Auflösbarkeit‘‘, d. i. einer 
minimalen Schwingungszahldifferenz |v—»’|, welche zwei be- 
nachbarte Farben nicht unterschreiten dürfen, wenn sie wäh- 
rend einer vorgegebenen Zeit t aufgelöst werden sollen; oder 
auch dem Reziproken einer minimalen Zeit r, welche zur 
Analyse eines vorgegebenen Farbenakkords »,»’ nötig ist: 
t = 6/|»—»’|.?) 


Zusammenfassung. 


I. Teil. Die Strahlung, welche eine Wolke von Oszil- 
latoren x auf einem Flächenelement A f = 4é . An der &n-Ebene 
im Farbenintervall Av =cAA/i2 hervorbringt, wird in die 
Fouriersche Reihe 


+00 +00 + (7 8-8 


Abm) = >? Di G,,,¢ 


1) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 44. p. 1197. 1914. 

2) Damit ein Zusammenklang aus zwei gleichzeitig angeschlagenen 
Tönen » und »’ harmonisch analysiert werden kann, darf die dafür zur 
Verfügung stehende Zeit ı nicht kleiner als die Schwingangsdauer 1 /» - v’ 
des Differenztones sein, d.h. man muß eine „Schwebung‘ abwarten. 
Zwei Tonintervalle v, bis v,’ und », bis »,’ werden in der Musik als gleich 
bezeichnet, wenn »,:»,’= »,: 9,’ ist. Die zur harmonischen Auflösbar- 
keit nötige Minimalzeit (Schwebungsperiode) ist aleo um so größer, je 
tiefer bei gleichbleibendem Tonintervall v: »’ die beiden Töne » und 9’ 
liegen. 
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entwickelt, wobei 


sin x(s + 
ee) 


48 4 
wird. Zu jedem Indextripel s pq gehört also eine bestimmte 


‘Raumstelle r,a, ß, deren umgebende Oszillatoren r,a, 8, den 


drei Faktoren der Form sin x/x zu ihren Mazximalwerten 1 ver- 
helfen. Im Grenzfall sehr kleiner Wellenlängen A ist aber der Ab- 
fall von diesem Maximum 1 auf 0 räumlich so steil, daß die 
Größe G,,, nur abhängt von der Lagerungsdichte und Leucht- 
kraft derjenigen Oszillatoren, die sich äußerst nahe an der 
zu spq zugeordneten Raumstelle maximaler sin z/x-Faktoren 
befinden. Ob also der Fourierkoeffizient G,,, von 0 ver- 
schieden ist, hängt nur von der Existenz von Oszillatoren 
in der Umgebung der zu s pq zugeordneten Raumstelle ab, 
nicht von der Zahl der dortigen Oszillatoren. Sind also die 
Oszillatoren von vornherein alle auf einen bestimmten Raum V 
beschränkt, so verschwinden von vornherein alle die G,,.> 
deren Gitterpunkte spq außerhalb V liegen, und es ist 
die Zahl der überhaupt als von 0 verschieden in Betracht 
kommenden Bestimmungsstücke G,,, proportional dem für die 
Oszillatoren zur Verfügung stehenden Raum V, nämlich gleich 
der Jeansschen Zah (1). Allein aus retardierten Potentialen 
von Oszillatoren läßt sich also die Jeanssche Zahl. der 
Freiheitsgrade ableiten, womit der eingangs erwähnte Wider- 
spruch gelöst ist. 

II. Teil. Einige Resultate über die Größe unabhängig 
schwankender Gebiete des Raumes und des Spektrums .sind am 
Schluß der $$3 und 4 angegeben. Sie führen zu „kritischen“ 
Raum- und Farbenintervallen, welche mit den Grenzen des 
optischen und harmonischen Auflösungsvermögens überein- 
stimmen. 


Brest-Litowsk, Februar 1916. 


(Eingegangen 1. März 1916.) 
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4. Über die Eigengravitation des elekirischen 
Feldes nach der Einsteinschen Theorie; 


von H. Reissner. 


Nachdem Hr. Einstein durch die Erklärung der Perihel- 


bewegung des Merkur die Fruchtbarkeit seiner neuen ko- 
varianten Feldgleichungen der Gravitation und damit des 
Postulats der allgemeinsten Relativität gezeigt und an an- 
derer Stelle die allgemein kovariante Fassung der Maxwell- 
Lorentzschen Gleichungen des elektromagnetischen Feldes 
gegeben hat, erschien es mir als nächste Aufgabe, den Ein- 
fluß der Eigengravitation des elektrischen Feldes von Kugel- 
symmetrie an einem einfachen Beispiel zu untersuchen. 
Ich ging dabel allerdings von der Hoffnung aus, einen sta- 
tischen Zusammenhalt von Elementarladungen durch deren 
Eigengravitation zu finden, ohne den Boden der Maxwell- 
schen Theorie verlassen zu brauchen, konnte aber im Verlauf 
der Arbeit zunächst nur feststellen, daß die Einsteinsche 
Gravitation zwar das Feld der elektrischen FE lementarladung 
in bestimmter, übrigens ungeheuer geringer Weise verzerrt, 
aber ihrem ‚Wesen nach die gegenseitige elektrostatische Ab- 
stoßung der Ladungselemente nicht aufheben kann. 

Der Aufbau der Elementarladung wird also nur durch 
Zuziehung einer weiteren Grundannahme hergestellt werden 
können, sei es durch Abänderung der Maxwellschen Glei- 
chungen im Sinne von Mie, sei es durch Zufügung eines 
möglichst einfachen Spannungstensors zum Maxwellschen 


oder sei es schließl’ch durch nicht statische, sondern elektıo- 


dynamisch stationäre Auffassung des Elektrons. 

In bezug auf die rechnerische Durchführung der Auf- 
gabe, bei der m’ch Herr Einstein durch mancherlei Auf- 
klärung und Kritik unterstützt hat, möge vorher folgendes 
bemerkt werden: 

Zur Aufstellung der Feldgleichungen ist keine Beschrän- 
kung in bezug auf die Wahl des Koordinatenysstems, ins- 
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besondere des Wertes der Substitutionsdeterminante, ge- 
macht worden. Es konnte deshalb das übliche räumliche 
Polarkoordinatensystem eingeführt werden, während Schwarz- 
schild zwecks Beibehaltung «ss Wertes 1 der Diskriminante 
Y-9 des Linienelements ein besonders geschickt gewähltes 
Koordinatensystem benutzt h: :. 

Trotzdem scheint mir in diesem Falle das allgemeinste 
Koordinatensystem, abgesehen von dem schönen Einblick in 
die völlige Kovarianz der ganzen Theorie, eher vorteilhafter 
als ein besonderes Koordinatensystem für die Aufstellung 
und Integration der Feldgleichungen zu sein. 

Das von Einstein selbst und von Schwarzschild 
dargestellte Feld eines ungeladenen Massenpunktes erweist 
sich als ein besonderer Fall des hier berechneten Feldes einer 
kugelförmigen Ladung, und es mag als Prüfung der Richtig- 
keit der hier gegebenen Lösung dienen, daß sie in die Schwarz- 
schildsche Lösung übergeht, wenn man auf das spezielle 
Schwarzschildsche Koordinatensystem transformiert und 
die Ladung verschwinden läßt. 

Die hier gestellte Aufgabe lautet also: Welches ist das 
allgemeinste, im Gleiehgewicht befindliche elektrostatische Feld 
von Kugelsymmetrie, wenn man weiter nichts voraussetzt als 
den Mazxwellschen Spannungsenergietensor in kovarianter 
Gestalt und die Einsteinschen allgemein kovarianten Feld- 
gleichungen der Gravitation ? 

Die Symmetrievoraussetzung hat eine Vereinfachung der 
Form des Linienelements des im allgemeinen nichteuklidischen 
Raumes zur Folge, so daß dieses sich in räumlichen (ortho- 
gonal bleibenden) Polarkoordinaten schreiben läßt: 


dt =gdr+ gdh + 


wo wir statt der Doppelindizes nur einfache Indizes schreiben, 
also: 


Ive 9,» In, = 9 für ur 


und wo für den euklidischen, d. h. keinen Spannungsenergie- 
tensor enthaltenden Raum die g, die Werte haben: 


$= —1, ®=-r, Jg=gesn? 


und c die normale Liehtgeschwindigkeit bedeutet. 


[3 
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Hr. Einstein hat allgemein gezeigt, wie die Werte der 
Ju,» die Eigenschaften von Maßstäben und Uhren, die Gestalt 
der kürzesten Linien, die Bahnen der Massenpunkte und Licht- 
strahlen, die Lichtgeschwindigkeit und das Gravitations- 
potential bestimmen. 


Der Tensor des elektrostatischen Feldes. 


Der für die Feldgleichungen der Gravitation und die 
Gleichgewichtsbedingung des elektrostatischen Feldes benötigte 
Energietensor kann wie folgt ermittelt werden.!) 

Von den Komponenten des ersten kovarianten Sechser- 
vektors Fag bleibt in dem Falle der Ruhe und polarer Sym- 
metrie nur eine, etwa F,,=€, übrig. Der aus diesem ab- 
geleitete zweite kontravariante V-Sechservektor %“” hat in 
diesem Falle ebenfalls nur eine Komponente, nämlich: 


3 € 9% 
Der kontravariante V-Vierervektor der elektrischen Vakuum- 
stromdichte hat ebenfalls nur eine, nicht verschwindende Kom- 
ponente, nämlich: 


wo e die Ladungsdichte. 
Der kovariante V-Vierervektor der mechanischen Kraft- 
dichte wird für den allgemeinen statischen Fall: 


8, Fis 
und fir allseitige Symmetrie: 


&, = = EF, 


Dieser allgemeine statische Ansatz zeigt, daß die resultierende | 


Kraftdichte nur verschwinden kann, wenn entweder die La- 
dungsdichte oder die Feldstärke € verschwindet. Diese aber 
können wiederum in einem endlichen Intervall nur gleich- 
zeitig den Wert Null annehmen, ausgenommen den Fall, daß 
g, oder g, in demselben endlichen Intervall verschwinden. 
Man kann also folgendes aussagen: 


1) A. Einstein, Eine neue formale Deutung der Max wellschen 
Feldgleichungen der Elektrodynamik. Berl. Ak. Ber. p. 184—188. 1916. 
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Ein Maxwellsches elektrostatisches Feld kann auch unter 
dem Einfluß seiner Eigengravitation nur dort im Gleichgewicht 
sein, wo keine Ladungsdichte vorhanden ist, sofern man den 
Fall, daß ein Linienelement oder die Lichtgeschwindigkeit gleich 
Null wird, ausschließt.}) 

Da diese Ausnahmefälle keine physikalische Bedeutung 
zu haben scheinen, muß, wenn man den reinen Maxwell- 
schen Spannungsenergietensor und Kugelsymmetrie zugrunde 
legen will, die Untersuchung beschränkt werden auf das Feld 
einer kugelförmigen Ladung unter dem Einfluß seiner Eigen- 
gravitation im leeren Raum. 

Für diesen Fall muß also 34 = 0 sein und demnach: 


= const 


2 
Die Integrationskonstante läßt sich sofort aus der Bedingung 
im Unendlichen bestimmen, wo wir, wenn e die Gesamt- 
lidung im Mittelpunkt ist, setzen müssen: 
e 
also 
[4 
const = 


Daraus erhält man: 


(2) 


e 


4ne 
Diese Werte können wir in den von Einstein gegebenen 
Ausdruck (9) der oben zitierten Einsteinschen Arbeit des 
gemischten Energietensors setzen und erhalten: 
299’ ‘ 29. 9 
Der kovariante entsprechende Tensor nimmt nach der Formel 
den Wert an: 


1) Die Annahme g, = 0 führt allerdings zu einer bestimmten Ver- 
teilung der Feldstärke in der Ladung, jedoch ist mir ein Anschluß an 
den Außenraum, indem 9, + 0 ist, nicht gelungen. 
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Dies ist der elektrostatische Energietensor, aber ohne Rück- 
sicht auf das Gleichgewicht des Feldes. Den Gleichgewichts- 
tensor erhält man durch Einsetzen des obigen Wertes der 
Gleichung (2) für €, nämlich: 


2 2 
) 9°’ 2 (cs) 92°’ 


Die Feldgleichungen. 


Die Einsteinschen allgemein kovarianten Differential- 
gleichungen eines Gravitationsfeldes in ihrer letzten und kon- 
sequentesten Fassung lassen sich fiir orthogonale Koordinaten 
und verschwindendem Laueschen Skalar ZT,” schreiben: 


(8) Tun 


wo x eine universelle, mit der Gravitationskonstante zu- 
sammenhängende Konstante ist und das Christoffelsche 
Vierindizessymbol zweiter Art den Wert hat: 


das Christoffelsche Dreiindizessymbol zweiter Art ist, welches 
bei orthogonalen Koordinaten nur bei mindestens zwei gleichen 
Indizes von Null verschieden ist und die Werte annimmt: 
mk) _ mm mm 1 09m 
Hingegen wird das Vierindizessymbol Null für m = k. 
Die ersten beiden Glieder von (8) machen keine Mühe; 
bei der >) des dritten Gliedes summiere man erstens über 


worin 


e : 
@ =m, dann über @ = k und schließlich über alle 0 $m # k. 
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Nach einer etwas mühsamen Rechnung bei der man 
einiger Übung bedarf, um Rechenfehler zu vermeiden, ge- 
langt man zu folgenden Differentialinvarianten zweiter Ord- 
nung, die, wie eine leichte Nachprüfung zeigt, den Forde- 
rungen der Kovarianz bei Innehaltung der Symmetrie und 
des Verschwindens im euklidischen Raum genügen: 


Gy= ar (In (9 V9.) - In (In (93 


d (1 dg 1 dg, dg 1 09 ag, 
Il | 22 d 


r \2g, dr. dr dr 499, dr Or 


lil = G, sin? = — x sin? 


| “ 49,4,\dr 49,2 dr dr 


1 
29, 9gdr dr 


Unter den unendlich vielen möglichen Koordinatensystemen 
dürfen wir nun offenbar eines folgendermaßen bevorzugen: 
Es bedeute dr nieht nur den Koordinatenunterschied, sondern 
auch die mit Hilfe eines unendlich kleinen festen Maßstabes 
gemessene Entfernung in radialer Richtung; dann ist mit 
diesem Übereinkommen g, = — 1 gesetzt. 

Schreibt man noch für #e?/32n?c? zur Abkürzung 4A? 
und setzt man J, = — 9%, dann nehmen die Gleichungen (8) 
die Gestalt an: 


1 12 
(I) 


1 d*g 1 (dg\? 1 BH. 
m 


Durch die Beschränkung 9, = —1 der Wahl des Koordi- 
natensystems' haben sich also 8 Gleichungen mit. nur 2 Un- 
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bekannten 9, und g, ergeben, und es sieht zunächst so aus, 
als ob der Lösungsversuch zu Widersprüchen führen könnte, 
Es wird sich jedoch zeigen — und das ist außerordentlich 
bemerkenswert —, daß die allgemeine Lösung von zweien der 
Gleichungen die dritte identisch befriedigt. 

M:n hätte also das Hilfsmittel des Erhaltungssatzes, 
d. h. :2s Spannungsgleichgewichtes der Gleichung (2) im 
nichteuklidischen Raum für die Bestimmung des Spannung- 
energietensors gar nicht anzuwenden brauchen, sondern die 
Feldgleichungen der Gravitation allein hätten schon genügt, 
um diejenige Feldstärke € in Funktion der g,, zu berechnen, 
die ein Gleichgewicht des Feldes erlaubt. Die einzige Voraus- 
setzung bei dem ganzen Ansatz brauchte also nur die Kenntnis 
von der Ausdrückung des Spannungsenergietensors T,” durch 
den Sechservektor der Feldstärke € zu sein. 


Hr. Einstein hat mir bei Besprechung dieses über- 
raschenden Zusammenhanges mitgeteilt, daß er jetzt in der 
Lage sei, allgemein zu zeigen, daß die Erhaltungssätze der 
Energie und der Spannungen in seinen letzten Feldgleichungen 
enthalten sind und also bei keinem Problem besonders an- 
gesetzt zu werden brauchen. Dies Ergebnis, welches der hier 
behandelte Sonderfall bestätigt, ist besonders wichtig, weil 
einesteils die Feldgleichungen gar nicht aus Energiebetrach- 
tungen, sondern nur aus Kovarianzbetrachtungen gewonnen 
sind und andererseits die Feldgleichungen doch viel mehr 
aussagen als nur die Erhaltungssätze.!) 


Die Integration der Feldgleichungen. 


Die drei Gleichungen (I), (II) und (IV) mit den zwei Un- 
bekannten 7, und g, werden also eine widerspruchsfreie, gegen- 
seitig unbeschränkte Lösung zulassen, und zwar in geschlossener 
Form, wie man folgendermaßen einsieht: 

Man setze zur Abkürzung In Yg,=y und bezeichne die 
Ableitungen nach r durch Striche; dann schreiben sich die 
Gleichungen (I), (II) und (IV) wie folgt: 


1) Inzwischen ist dieser Zusammenhang genauer von D. Hilbert 
und A. Einstein selbst aufgeklärt worden. Vgl. Nachr. d. K. Ges. d. 
Wiss. Gött. Math.-Phys. Kl. 1915 p. 3 und Ann. d. Phys. 49. p. 809. 1916. 
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D aus 3 2? 
ntlich 7 
satzes, — +4529." + 4 J, =— 
) im (IV) minus (I) ergibt: 
n die§ (a) Y= 27, 
und daraus: 
hnen, 
raus vr) A 
ıntnis 
durch wo 6 eine Integrationskonstante. Oder: 
g, = 
über- Vie 
a der Der Wert der Integrationskonstante 6 kann nun aus der 
° deri Grenzbedingung im Unendlichen ermittelt werden, da dort 
V9, = e, d.h. gleich der normalen Lichtgeschwindigkeit sein 
hi soll. Deswegen kann man schreiben: 
ier}, 
weil 
nnenf (leichung (a), in (II) eingesetzt, liefert weiter: 
mehr 4 d? —"le 
tial. ‘)= Jn 
Nennt man zwei weitere Integrationskonstanten a und ß, 
und setzt man zur Abkürzung V9, =h, so läßt sich das erste 
Un-f Integral der obigen Gleichung ermitteln zu: 
gen- 
ener | (10) hh! = V(h — + — a?) 
be und die vollständige Lösung: 
u) +1 + aM Ein arts. 
welche Gleichung sich mit Hilfe der Substitution: 
bert 
8. d. h- in 
1916. Vit— a? 
Annalen der Physik. IV. Folge. 50. 8 
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oder 
(10a) h=)2— e’Sinu+ « 

auch schreiben läßt: 

(11a) V2 — 


Aus Gleichung (11) erkennt man zunächst, daß die Be- 
dingung für 9, = h?, im Unendlichen gleich r? zu werden, 
von selbst erfüllt ist. 


Es wird ferner nach (9): Die 


Coj u 


Sin u + — 


— dh 
(9a) Va, = =e 


a 


Nin 
Die Integrationskonst \nten. 


Weiter läßt sich nun zeigen, daß der Wert von a mit 
der gravitierenden Masse der Ladung e, der Wert von ß mit BO 
der Bedingung für 9, im Mittelpunkt zusammenhängt. 

Nach dem allgemeinen Zusammenhang der Einstein- 
schen Theorie muß nämlich im Unendlichen eine Ladung 
gerade so wie ein gravitierender Massenpunkt von der Masse m, 
der Ladung wirken. Die ponderomotorische Kraft im Un- Ale; 
endlichen kann also jedenfalls in der Form geschrieben werden: 


sta 
nie 
tier 
wo k = 6,7.10# (em/gr/sec) die übliche Gravitations- thec 
konstante bedeutet. Ver 
In einer anderen Form folgt nun dieselbe radiale pondero- salz 
motorische Kraft aus der kovarianten Gleichung der geo- 
dätischen Linie in einem polarsymmetrischen Felde, nämlich vek 
in der Form?): 
1d 
(12) 
also durch Benutzung der Gleichung (9a): (14) 


1) A. Einstein, Die formale Grundlage der allgemeinen Rela- 
tivitätstheorie, Berl. Akad. Ber. p. 1046. Gl. 23b. 1914. 


4 
4 
| 

4 

Bi 

| 

ox 

{ 

i 

| 
4 ’ 


Dr 


sh 


Uber die Eigengravitation des elektrischen Feldes. 115 


Cof — = Sin u) 


= VR-a® (Sin + 


K 


Für große u wird 


Coj u = Sinu = y 2 nach (l11a)- 


Also wird dort: 


Die Gleichsetzung beider Werte von K ergibt fiir a den Wert 


m.k 


Nimmt man z. B. die Masse des Elektrons 


10727 
m, = 
so erhält man: 
= 0,408: 10755, 

Die Konstante a? wird also im Falle der Elementarladung 
außerordentlich klein, und zwar, wie unten gezeigt, auch außer- 
ordentlich klein gegen die mit ihr subtraktiv verbundene Kon- 
stante A2. Aber sie hat eine prinzipielle Bedeutung und darf 
nicht verschwinden, wenn die elektrische Ladung eine gravi- 
tierende, träge Masse haben soll. Jede künftige . Gleichgewichts- 
theorie des geladenen Feldes, d. h. des Elektrons, muß ein 
Verschwinden der Integrationskonstante a schon im ersten An- 
satz ausschließen. 

Die allein vorhandene Komponente des primären Sechser- 7 
vektors wird im allgemeinen Fall: 


4ne % An g, dr 
(14) e 


Sy e Va _e 1 AV), 
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und ist nach den Gleichungen (lla) und (9a) leicht zu 
berechnen. 

Das elektrostatische Potential wird: 


Die Lösung (11) wird für a = 0 besonders einfach, und 
da diese Lésung sich merklich gar nicht von derjenigen fiir 
den obigen Wert von a unterscheidet, möge sie hier noch 
angegeben werden. 


Aus (11) folgt mit a = 0 sofort: 


(r + 6) 
(9b) 


In diesem besonderen, nahezu verwirklichten Fall a=0 ergibt 
sich ferner: 


e 


=> 

Es kann nun noch der Wert der universellen Einstein- 
schen Konstante « und dann derjenige der Konstante A wie 
folgt ausgerechnet werden: 

Zunächst müssen die Feldgleichungen (I), (II) und (IV) 
das unendlich schwache, polarsymmetrische Gravitationsfeld 
einer ungeladenen, inkohärenten Massenverteilung als Sonder- 
fall enthalten. 

Der kovariante Energietensor einer inkohärenten Massen- 


verteilung von der Dichte o„ ist für den statischen Fall und 
orthogonales System!) nach Einstein: 


Ty, = Ta = Ta = 0 = Om 9 - 


Der zugehörige Skalar T= ZT,” nimmt den Wert o, an. 
Es wird also die rechte Seite der Feldgleichungen?): 


1) Berl. Akad. Ber. p. 1059. Gl. 48. 1914. 
2) Desgl. p. 845. Gl. 2a. 1915. 
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G v =—x(Z, 39,,D) 


v 


d. h. 
y % 
Gleichung (IV) auf p. 113 wird nun, wenn wir , = — 1, 


go = —r?+6g, 9 = 0? + 6g, setzen, wo dg, und ög, klein 
sein sollen, bis auf kleine Größen erster Ordnung: 


(9 2 d (9% 
Man sieht, daß man hier wie schon in (Gleichung 12) g,/2 
als Gravitationspotential ansehen und setzen darf: 
x 4nk 47 6,7- 107 


8 


Daraus ergibt sich: 
2 = e ) ke? _ 6,7 + 1079 + 4,65? + 107 - 4 


tue 477: 81-10 
= 1,79 . 10-68, 
oder 
A = 1,887 - 10-4. 


Also wird A trotz seiner Kleinheit immer noch hundertmilliarden- 
mal so groß als a. 

Die Konstante 6 kann man nun aus der Bedingung ge- 
winnen, daß mit abnehmendem Radius auch der Kreisumfang 
auf Null herabgehen, d. h. daß fir r=0 auch h=0 sein 
soll. Dies gibt nach Gleichung (10a), wenn man mit u, den 
Wert von u für r = 0 bezeichnet: 


Sin 
und nach (11a): 
B= YVR? — a Cojuy + 


oder wegen der Kleinheit von a/A: 


a? 
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Für r = 0 wird dann auch nach Gleichung (14) die Feld. 
stärke € = oo. 

Man sieht, daß die Lösung bei ihrer Fortsetzung bis zum 
Mittelpunkt, entsprechend der Tatsache, daß um den Mittel. 
punkt eine Ladung verteilt sein muß, deren Gleichgewicht 
die Maxwellsche Theorie nicht wiedergibt, zu einer Unmög- 
lichkeit führt. 

Wollte man für die Feldstärke € einen Zeichenwechsel 
etwa für r=r, dadurch erzwingen, daß man $ß=A— r, setzt, 
so erhielte man dort die Unendlichkeitstelle für € und die 
Nullstelle für g,, eine Folgerung, der man das Längenelement 
Vg9, 4% wohl nicht unterwerfen darf. Übrigens wäre damit 
zwar eine gegenseitige Anziehung gleichsinniger Ladungsdichte, 
aber kein Gleichgewicht erzielt, zu dessen Erzwingung man 
vielleicht einen weiteren Spannungstensor hinzufügen müßte. 

Außerhalb des geladenen Raurces wird aber das Feld 
der Ladung widerspruchsfrei dargestellt und gezeigt, daß die 
Werte der Feldstärke € und der Koeffizienten g,, sich von 
denen des euklidischen Raumes nur dort merklich unter- 
scheiden, wo der Radius von der Größenordnung von 4, d.h. 
von 10-*4 cm ist. Da der Radius des Elektrons zu etwa 10-1 
angenommen wird, ist demnach in dem Bereich der Lösung, 
der sich auf das Feld bezieht, der Einfluß der Eigengravitation 
jeder Feststellung entzogen. 


Die Entartung für g, = 0. 


Auf p.109 war auf die formale Möglichkeit eines Ladungs- 
gleichgewichtes aufmerksam gemacht, wenn man Feldstärke 
und Lichtgeschwindigkeit verschwinden läßt, jedoch so, daß 
E/yg, endlich bleibt. Setzt man 


so wird die Zeitkomponente des Viererstromes: 


3, = sin 09, V (cp sin 
V-9 
wo o die Ladungsdichte. 
Der Auriosität wegen möge hier ohne Ableitung mit- 
geteilt werden, wohin diese Sackgasse führt. Der Energie- 
tensor nimmt die Werte an: 
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€ 


während der gemischte V-Tensor 2,” verschwindet. 
Die Feldgleichungen erlauben mit g, = — 1 die Lösung: 


wo a und ß Integrationskonstanten sind. 
Ferner ergibt sich: 


kG _ - 8a 
G2 
1 16 
8 Wer i 


Es scheint aber nicht, als ob diese Lösung irgend welche 
physikaksche Bedeutung erlangen könnte. 


Das unelektrische Feld. 


Das Gravitationsfeld einer ungeladenen kugelförmigen, 
ruhenden Masse muß sich als Sonderfall aus der allgemeinen 
oben mitgeteilten Lösung ergeben, wenn man die Ladung 
und damit A= 0 setzt. Man muß dann auf die Schwarz- 
schildsche l.ösung zurückkommen, was sich auch deswegen 
zu zeigen lohnt, weil Schwarzschild das Koordinatensystem 
mit der Bedingung Y— 9, 7, 9,9, = 1 von vornherein festlegt, 
während wir zunächst unbeschränkt kovariant und dann mit 


der Bedingung 9, = — 1 gerechnet haben. 
Bei Schwarzschild?) werden die Koeffizienten: 
r 4 


wo R?=r,3+ a, und a, eine Konstante. 


1) K. Schwarzschild, Uber das Gravitationsfeld eines Massen- 
punktes nach der Einsteinschen Theorie, Berl. Ak. Ber. p. 189— 196. 1916. 
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120 H. Reissner. Über die Bigengravitation des elektrischen Feldes, 
Hier ergab sich mit e=1 
dh\? 
—9, = h’, 9. = (54) » 
wo 

Es ist also dort ein anderes Längenmaß für den Radiug 

gewählt, da: 


während 
sein muß, da nur in r transformiert ist. Man erhält: a : | 
h=R, ,=1-2ajk, 


dh? dR? 
; 
1—2a/h 1—a,/R 


i Die beiden Lösungen gehen also ineinander über, wenn 
main 2a = a, setzt. 


Charlottenburg, März 1916, a a 


! (Eingegangen 20. März 1916 .) 
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Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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